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Kapitel 1

Einleitung

Relativistische Behandlung von Bewegungen mit Zwangs-
bedingungen

Wihrend des Hauptstudiums ergab sich fiir mich wie fiir alle Physikstudenten die Frage, in wel-
cher Arbeitsgruppe die Diplomarbeit angefertigt werden wiirde. Da mein Interesse im Studium
verstirkt in der Mechanik und der mathematischen Physik lag, dréngte sich eine Diplomarbeit im
Bereich der theoretischen Physik auf. In dem zu behandelnen Thema kommt sowohl ein mecha-
nischer (“Zwangsbedingungen”) als auch grundlagentheoretischer (“Relativistische Behandlung”)
Aspekt zum Ausdruck.

Das Buch “World Enough and Space Time” von John Earman [1] gab dann den Anstof}, Starrheit
in der Relativitdtstheorie zu untersuchen. Die Zwangsbedingung “Starrheit” kann dabei auf ver-
schiedene Weise interpretiert werden und fithrt damit auf verschiedene Starrheitsbegriffe. Dieser
Themenbereich erwies sich als so umfangreich, daf§ die vorliegende Arbeit sich nur mit der Kine-
matik der - in welchem Sinne auch immer - starren Bewegungen befafit. Unter dem Begriff einer
Bewegung wird dabei ein zeitartiges Vektorfeld verstanden. Die maximalen Integralkurven dieses
Vektorfeldes heiflen Weltlinien und kénnen ebenfalls als Bewegung interpretiert werden.

Diese Thematik ist nicht neuartig, jedoch ist die Ubertragung der bekannten Sitze in die koordina-
tenfreie Differentialgeometrie bisher nicht vorgenommen worden. In dem Kapitel “Mathematische
Hilfsmittel” werden daher zunéchst die Grundziige der Differentialgeometrie vorgestellt. Im zwei-
ten Teil dieses Kapitels wird dann in Anlehnung an die Arbeit von A.IL.Besse [2] die Submersion
und die Riemannsche Submersion eingefiithrt. Die von A.L.Besse vorgenommene Begriffsbildung
fiir Vektorfelder wird in dieser Arbeit auf Tensorfelder erweitert. Dabei wird im Gegensatz zu der
zitierten Arbeit zwischen der Submersion und der Riemannschen Submersion unterschieden.

In dieser Arbeit wird die Technik, die sich aus den Sdtzen iiber die Submersionen ergeben, immer
in einer Form angewandt. Dazu wird die Abbildung 7 betrachtet, die jedem Punkt aus einer Um-
gebung der Raumzeit die Weltlinie zuordnet, die durch diesen Punkt verlduft. In dem Abschnitt
“Ein Beispiel fiir eine Submersion” wird bewiesen, daf3 diese Abbildung eine Submersion ist.

Das Kapitel “Starre Bewegung in der allgemeinen Relativitdtstheorie” beginnt mit einem Exkurs
iiber die starre Bewegung in der Galilei-Raumzeit. Diese wird im allgemeinen iiber die Behandlung
des starren Korpers vorgenommen. Dabei wird unter einem starren Kérper ein Gebilde von Teilchen
verstanden, deren paarweisen Abstdnde konstant sind. In der Galilei-Raumzeit ist diese Starrheit
sowohl kinematisch als auch dynamisch zu deuten, es ist also mit starren Korpern in der Galilei-



Raumzeit méglich, Energie oder Information mit Uberlichtgeschwindigkeit zu transportieren. Da
dies im Widerspruch zur allgemeinen Relativitdtstheorie steht, wird die starre Bewegung in der
Galilei-Raumzeit {iber einen rein kinematischen Zugang definiert. Dieser Zugang baut dann noch
auf einem absoluten Gleichzeitigkeitsbegriff auf, aber er kann auf die Relativitdtstheorie iibertra-
gen werden.

In der Relativititstheorie existieren starre Korper im kinematischen Sinne, es gibt also eine Be-
wegung von Teilchen, so dafi die paarweisen Abstdnde der Teilchen konstant bleiben. Allerdings
sind diese Korper unter dem dynamischen Aspekt, der in dieser Arbeit nicht behandelt wird, nicht
starr, da keine lokalen Beschleunigungen méglich sind, ohne die Starrheit des Korpers zu verletzen.

Das obige Konzept zu Definition von “Starrheit” baut auf einem Gleichzeitigkeitsbegriff auf. Dieser
ist in der Relativitéatstheorie nicht gegeben und wird durch den subjektiven Gleichzeitigkeitsbegriff
eines mitschwimmenden Beobachters ersetzt. Dieser Zugang liefert den Begriff der “Bornstarrheit”
in der allgemeinen Relativitatstheorie und wird nach Max Born benannt, weil dieser Starrheitsbe-
griff &quivalent zu dem von Max Born in seiner Arbeit [3] vorgestellten Starrheitsbegriff ist.

Es stellt sich heraus, daf} bei einer bornstarren Bewegung die Abbildung 7, die lokal jedem Punkt
der Raumzeit die durch diesen Punkt verlaufende Weltlinie zuordnet, eine Riemannsche Submersion
ist. Es gibt mehrere dquivalente Moglichkeiten, Bornstarrheit zu definieren, die in dem Satz 3
zusammengefafit worden sind.

Es werden weitere Identitdten, die fiir bornstarre Bewegungen gelten vorgestellt. Ferner wird die
Rotations-2-Form in verschiedenen Variationen vorgestellt, da diese im weiteren Verlauf der Arbeit
eine recht bedeutsame Grosse ist.

Da bei bornstarren Bewegungen die oben erwidhnte Abblidung 7 eine Riemannsche Submersion
ist, gibt es eine Metrik auf dem Raum der Weltlinien. Es ist daher méglich, den Kriimmungstensor
des Raumes der Weltlinien zu berechnen. Die Herleitung erfolgt in Anlehnung an die Rechnung
von A. Trautman [4], die jedoch in die koordinatenunabhingige Sprache iibersetzt wird.

Aus der euklidischen Mechanik ist bekannt, dafl die starren Bewegungen den Killingfeldern des
Ortsraumes entsprechen. Eine dazu analoge Sichtweise von Starrheit liefert in der allgemeinen Re-
lativitdtstheorie den Begriff der “Killingstarrheit”. Dabei heifit eine Bewegung killingstarr, falls
tangential zu den Weltlinien dieser Bewegung ein Killingfeld liegt. Dieser Starrheitsbegriff ist ein
strengerer Starrheitsbegriff als die Bornstarrheit; alle bornstarren Bewegungen sind killingstarr.
Die Umkehrung dieses Satzes gilt im allgemeinen nicht, es gibt bornstarre Bewegungen die nicht
killingstarr sind. Mit dem Begriff der Killingstarrheit ist daher ein zweiter Starrheitsbegriff in der
Relativitatstheorie eingefiihrt worden.

Als dritter Starrheitsbegriff bietet sich die “Radarstarrheit” an. Dazu werden die Abstédnde zwi-
schen je zwei Beobachtern mit Hilfe von Radarsignalen gemessen. Eine Bewegung heifit radarstarr,
falls sich die so gemessenen Absténde nicht d&ndern. Aufgrund der Tatsache, dafi Killingfelder Iso-
metrien erzeugen, folgt unmittelbar, daf§ die killingstarren Bewegungen radarstarr sind.

Die Umkehrung ist ebenfalls giiltig, radarstarre Bewegungen sind killingstarr. Ein Beweis dieser
Aussage hat Miiller zum Hagen in seinem Artikel [5] erbracht. In dieser Arbeit wird ein neuer
Beweis zu dieser Aussage geliefert, in dem die Kenntnisse iiber Submersionen verwendet werden.
Dabei wird der Radarabstand nach einen Parameter entwickelt und die Starrheitsbedingungen suk-
zessiv ausgewertet. Auf diese Weise ergibt sich die Starrheit n.-ter Ordnung. Es stellt sich heraus,
dafl die Starrheit dritter Ordnung Killingstarrheit impliziert.

Diese einzelnen Starrheitsbedingungen, die man fiir Starrheit zweiter und dritter Ordnung erhalt
werden im Anschluff an den Beweis veranschaulicht. So besagt Starrheit zweiter Ordnung, dafl die
1-Weg-Rotverschiebung konstant ist. Bei Starrheit dritter Ordnung bleibt zuséitzlich die 2-Weg-
Aberration konstant.



Im Kapitel “Starre Bewegung in der Speziellen Relativitatstheorie” werden die bisherigen Starr-
heitsbegriffe in der Minkowski-Raumzeit analysiert. Es stellt sich heraus, daf zu jeder zeitartigen
Weltlinie eine nichtrotierende, bornstarre Bewegung konstruiert werden kann, die diese Weltlinie
enthéalt. Bei den rotierenden, bornstarren Bewegungen ist die Rotation der Bewegung konstant.
Die bornstarren Bewegungen ergeben sich in dieser Raumzeit als nichtrotierende, zeitartige Trans-
lationen oder als Rotationen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit.

Es wird dann der Begriff der Killingstarrheit in der Minkowski-Raumzeit untersucht und es stellt
sich heraus, daf} es einen weiteren Zusammenhang zwischen den bornstarren und den killingstarren
Bewegungen gibt. Dieser wird mit dem Herglotz-Noether-Theorem beschrieben und besagt, dafl
jede rotierende, bornstarre Bewegung killingstarr ist. Dieses Theorem ist unabhingig voneinander
von G.Herglotz [6] und F.Noether [7] 1910 hergeleitet worden. In dieser Arbeit wird dieser Satz
in der koordinatenfreien Sprache unter Verwendung der Techniken tiber die Submersionen bewiesen.

In der Minkowski-Raumzeit ist es leicht, alle Killingfelder zu bestimmen. Daher werden alle kil-
lingstarren Bewegungen in der Minkowski-Raumzeit analysiert. Aufgrund des Herglotz-Noether-
Theorems werden auf diese Weise auch alle rotierenden, bornstarren Bewegungen untersucht. Es
werden explizit die Weltlinien der Killingfelder angegeben und die Bereiche bestimmt, auf denen
die Killingfelder zeitartig sind. Auf diesen Bereichen kann dann das normierte Killingfeld als Bewe-
gung interpretiert werden. Unter Einsatz des Programmes “Mathematica” werden dann die Rdume
der Weltlinien bestimmt. Die Analyse dieser Rdume beschrankt sich dann auf die Berechnung der
Metrik, der Kriimmungstensoren und des Einsteintensors und der Angabe aller Killingfelder auf
diesen Raumen.

Die letzten Betrachtungen sind natiirlich in geeigneten Koordinatensystemen vorgenommen wor-
den. Dabei wird durch eine spezielle Wahl des Koordinatensystems erreicht, dafl ein antisymme-
trischer Tensors eine bestimmte Gestalt annimmt. Diese Standardform eines antisymmetrischen
Tensors wird im Anhang A vorgestellt. Im Anhang B sind alle Mathematica-Dateien wiedergege-
ben, die zur Analyse der Weltlinienrdume erstellt wurden. Die Bestimmung der Killingfelder auf
diesen Raumen ist im Anhang C vorgenommen worden.



Kapitel 2

Mathematische Hilfsmittel

2.1 Grundziige der Differentialgeometrie

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen der Differentialgeometrie soweit vorgestellt, wie sie
spater benotigt werden. Die Formulierung vieler Eigenschaften in der differentialgeometrischen
Sprache mag fiir manchen Leser ungewohnt sein. Daher wird in diesem Kapitel einige Formeln der
Differentialgeometrie in Koordinatenschreibweise angegeben. Das ist zwar uniiblich, erleichtet aber
die Gewohnung an diese mathematische Ausdrucksweise. An dieser Stelle wird jedoch ausdriicklich
daraufhin gewiesen, daf§ die Koordinatenunabhéngigkeit der Differentialgeometrie gerade eine ihrer
Stéarken ist.

In dieser ganzen Arbeit wird die Einsteinsche Summenkonvention benutzt; es wird also iiber dop-
pelt auftretende Indizes summiert.

In diesem Abschnitt iiber die Grundlagen der Differentialgeometrie werden kleine Lemmata nicht
bewiesen, da dieses den Rahmen einer Diplomarbeit sprengen wiirde. Fiir derartige Beweise ver-
weise ich auf Lehrbiicher iiber Differentialgeometrie. [8] [9]



2.1.1 Mannigfaltigkeiten

Definition 1 (Hausdorftkriteritum) Se: M ein topologischer Raum und seien z,y € M. Das
Hausdorffkriterium st erfillt, wenn es fir alle x # y zwei offene Mengen U,,U, gibt mit den
Eigenschafien:

yeU,
UsNUy =0

Definition 2 (Karte) Se: U C M offen und ¢ ein Homéomorphismus von U nach K mit
K C R™. Dann heiffit das Paar (U,¢) Karte von M.

Definition 3 (Mannigfaltigkeit) M heifft Mannigfaltigkeit, falls M das Hausdorffkriterium
erfillt und es eine Menge von Karten (Uy, po) von M gibt, mit den Eigenschaften:

M =U,U,
pg o o' ist differenzierbare Abbildung von K, — Kp

Streng genommen war dies die Definition von einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Durch Erset-
zung des Wortes “differenzierbar” in der Definiton durch “analytisch” oder “k-mal differenzierbar”
laBt sich eine analytische Mannigfaltigkeit oder eine C*- Mannigfaltigkeit definieren.

Eine Mannigfaltigkeit ist daher eine Menge mit differenzierbarer Struktur; oft wird unter einer
Mannigfaltigkeit nur die Menge angesehen. Da eine differenzierbare Struktur vorliegt, ist es einfach,
fiir Funktionen f: M — R Differenzierbarkeit zu definieren. Dazu wirden die Funktionen fo ¢7!
betrachtet. Sind diese differenzierbar, so heifit f differenzierbar. Auf diese Weise werden die Begriffe
aus dem R"™ fiir Mannigfaltigkeiten ibernommen.

Wir werden im folgenden mit C'*°-Mannigfaltigkeiten arbeiten. Mit C'*°(M) bezeichnen wir die
Menge aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf M.

Wenn wir in diesem Abschnitt auf Koordinatenschreibweise eingehen, so ist damit immer eine
Umgebung gemeint, auf der es ein einheitliches Koordinatensystem gibt.



2.1.2 Vektorfelder

Definition 4 (Vektorfelder) Ein Vektorfeld X ist eine lineare Derivation auf C°°(M). Die Men-
ge aller Vekiorfelder auf M bezeichnen wir mit X(M). Es gilt also fir f,g € C®°(M); a,f € R
und X € X(M):

X(af + Bg) = aX(f) + X (9)
X(fg) =X(Ng + [X(9)

In Koordinaten entspricht der Ausdruck X(f) dem Ausdruck X*9;f.
Sind f,g € C®°(M) und X,Y € X(M), so sind (X +Y) und (fX) ebenfalls Vektorfelder, wobei
gilt:
(X +Y)g X(9)+Y(9)
(fX)g = fX(9)

Lemma 1 Sind X, Y € X(M), so ist auch (XY —YX) € X(M)

Beweis: Sei f € C°°(M). Dann gilt - es wird Koordinatenschreibweise verwendet:

(XY —-YX)f = X'OYi0;f-YI0;X0:f
= XYY f)+ XTYI(0:0; f)
—YI(0; X)) (0: f) — Y X'(9; 0 f)
= XYY 0;f) = YI(0;X)(0:f)
= (XY(&Y?) =Y (@:X))0; )

Der Ausdruck XY — Y X wird als Lie-Klammer oder Kommutator bezeichnet, in Zeichen:
X, Y]=XY -YX (2.1

Die Menge der Vektorfelder bilden zusammen mit dem Kommutator eine Lie-Algebra, denn es gilt
fir alle X,Y,Z € X(M) und o, € R:

[X,Y] = -]V, X] Antisymmetrie
[X 4+ 08Y,Z] = a[X,Z]+ B[Y, Z] Linearitat
(X, [V, Z1+ [V, [Z,X]]+[Z,[X,Y]] =0 Jakobi-Identitét

Bisher sind die Vektorfelder als lineare Derivationen aufgefait worden. Vom geometrischen Stand-
punkt werden Vektorfelder anders interpretiert. Sei m ein Punkt der Mannigfaltigkeit M und v
eine Kurve auf M mit der Eigenschaft y(0) = m. Dann ist Mdtﬂ |t=0 ein Element der Menge
T M und zu jedem Element dieser Menge gibt es eine Kurve v(¢), die diese Eigenschaften erfiillt.
Anschaulich gesprochen entspricht T,, M die Menge aller Geschwindigkeitsvektoren eines Teilchens
im Ortsraum M, das sich am Punkt m befindet. T, M wird als Tangentialraum von M an der
Stelle m bezeichnet. Ein Vektorfeld in dieser Sichtweise ist eine Abbildung X, die jedem m € M
ein Element aus T,, M zuordnet, das mit X, bezeichnet wird.

Unter einem Tangentialbiindel wird die Menge TM := {(m,T,, M) | m € M} verstanden.

Lemma 2 Es gilt fir endlichdimensionale Mannigfaltigkeiten M :

dim(T, M) =dim(M) YmeM



2.1.3 Riemannscher Raum - Teil 1

Der Riemannsche Raum ist eine Mannigfaltigkeit M mit einer Metrik g. Eine Metrik ist folgen-
dermaflen definiert:

Definition 5 (Metrik) Eine Metrik ist eine bilineare Abbildung g : X (M) x X (M) — C*(M)
mit den Eigenschafien:

g(X,Y) = g(V,X) ¥X,YeXx(M)
gX,Y) = 0 VY EX(M) < X =0

In der Literatur wird oft fiir einen Riemannschen Raum gefordert, dafl die Metrik g positiv definit
ist. Erfiillt die Metrik g diese Eigenschaft nicht, wird der Raum dann als “Pseudo-Riemannsch”
bezeichnet.

In dieser Arbeit ist die Metrik nicht notwendigerweise positiv definit, wir werden den Raum dennoch
als Riemannschen Raum bezeichnen. Ein Beispiel fiir einen oft auftretenden Riemannschen Raum
ist die relativistische Raumzeit mit indefiniter physikalischer Metrik.

2.1.4 1-Formen
Nachdem die Vektorfelder X' (M) definiert worden sind ist es leicht, 1-Formen zu definieren.

Definition 6 (1-Form) Fine Abbildung w : X(M) — C®(M) heifit 1-Form, falls fir alle
X, Y e X(M) und f € C®°(M) gili:

wX+Y) = wX)+wY)
w(f X) = fuw(X)

1-Formen sind also C'*-lineare Abbildungen von X'(M) nach C*°(M). Der Raum der 1-Formen
wird mit X'(M)* bezeichnet.

In einem Koordinatensystem besitzt eine 1-Form w die Gestalt w = fidz®, mit f; : U — R und
dz'(0;) = 6';. Gilt im gleichen Koordinatensystem X = X79;, so ergibt sich:

w(X) = fidmi(Xjaj) = fz’Xij]Z: = fiXi

Dabei wird iiber ¢ = 1.. dim(M ) summiert.

Bei den Vektorfeldern haben wir eine geometrische Sichtweise vorgestellt. Eine 1-Form w ist danach
eine Zuordnung, die fiir jeden Punkt m € M eine Abbildung von 7,, M nach R liefert. Die Abbil-
dung an einem Punkt wird dabei mit wy, bezeichnet. Das Biindel der Dualrdume T, (M)* heifit
Cotangentialbiindel T*M . Es gilt: T*M = {(m, T}, M) | m € M und T;;, M Dualraum von T, M }

Lemma 3 Gibt es auf M eine Metrik g, so lifit sich zu jeder 1-Form « genau ein Vektorfeld A
finden, so daf$ gilt:
§(A,E)=a(E) ¥ Eex(M)

Fs gilt auch die Umkehrung, soll heiffen, jedem Vektorfeld kann auf diese Weise genau eine 1-Form
zugeordnet werden.

In Koordinaten entspricht dies dem Hoch- und Runterzichen der Indizes. Ist A = A*9; und gij die
Metrik so ist a = a;dz* mit:

a; = gi; A



2.1.5 Tensorfelder

In diesem Abschnitt sollen Tensorfelder erlautert werden. Bisher haben wir schon drei Arten von
Tensorfeldern kennengelernt. Die Funktionen auf M bilden die Menge 7)(M). Die Tensorfelder
vom Typ (1,0) sind auch schon vorgestellt worden, es gilt: 7,'(M) = X(M). Die 1-Formen sind
ebenfalls Tensorfelder und bilden 7,°(M).

Dabei sind Vektorfelder als lineare Abbildung von X*(M) und 1-Formen als lineare Abbildung von
X (M) jeweils auf Funktionen auf M aufzufassen.

Definition 7 (Tensorfeld) T heifit Tensorfeld vom Typ (r,s) - in Zeichen T € T (M) - falls
T eine multilineare Abbildung von X(M) x -+ x X(M)x X*(M) x --- x X*(M) auf Funktionen

s-mal r-mal
auf M ist. Dabei ist linear im Sinne von C®°(M)-linear zu verstehen. Tensorfelder vom Typ (0,s)

werden rein kovariant , Tensorfelder vom Typ (r,0) rein kontravariant genannt. Es ist iblich, dann

die 0 wegfallen 2u lassen, das heift: TO =T, und T =T".

Definition 8 (Tensorprodukt) Se: R € T,*(M) und S € T;(M), dann ist R® S € Tb(fl_":f(M)
und es gili:

(R® S)(Xl, vy Xpgd, Wi, ...,wa+c) = R(Xl, vy Xp, w1, ...,wa) *
S(Xb+] s ...,Xb+d,(_da+1, ~--;wa+c)

Lemma 4 Der Dualraum von 7] 1st 1.

Eine wichtige Abbildung bei dem Umgang mit Tensorfeldern ist die Kontraktion C]Z-' ST — T
mit » >7>1und s > j > 1. Diese Abbildung wird folgendermaflen definiert:

Definition 9 (Kontraktion) Sei T' € 7] und gelite r > i > 1 und s > j > 1. Dann wird fir die
Kontraktion iber den i-ten kontravarianten und j-ten kovarianten Index gefordert:
(CiT)m = C§(Tin)
CHX1©.0X Qw1 ® ... Qw,) =
wi(X;) (X1 ®.9Xis19Xi11©..0X, ®
Wi ® ® (.d]'_l ® (.dj+1 ® ® ws)

Es ist offensichtlich, dafl die Kontraktion linear ist.

2.1.6 k-Formen

Wir definieren zunachst die Alternierung A, die jedem T' € 7; ein Tensofeld gleichen Typs zuordnet.
Seien X1, ..., X, € X(M), dann gilt:

(AT)(Xy, ..., X,) = %ngn(a) T(Xoys - Xo.)

Summiert wird dabei iiber alle Permutationen ¢ der Zahlen 1...s. Die Funktion sgn(o) gibt das Vor-
zeichen der Permutation an. Es gilt sgn(o) = 1 fiir alle geraden Permutationen ¢ und sgn(c) = —1
fiir alle ungeraden Permutationen o.

Fiir den Fall s =0, also '€ C*(M) gilt : (AT) =T.

Damit wird nun die Menge aller k-Formen definiert mit:

QF (M) = {(AT) | T € Te(M)}
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QF(M) kann aufgefaBt werden als die Menge der alternierenden Multilinearformen von

X (M) x - x X(M) mit Werten in C*°(M). Offensichtlich gilt:

k-mal
Q°(M) C=(M)
QM) = T(M)

Fir die k-Formen wird nun das dufiere Produkt definiert:
Definition 10 (Ausseres Produkt) Seien a € Q¥(M), 8 € Q'(M). Dann gibt es ein R € Tp,(M)
und ein S € Ty(M) mit « = AR und § = AS. Dann wird definiert:
aANf=AR®S)
Lemma 5 Seien a, a1 € Q4(M), B € Q¥(M) und v € Q°(M), dann gilt:

(@nB)=(-D)"BAa
(@aAB)Ay=aA(BAY)
(a+m)AB = (aAB)+(a1Ap)
Die alternierenden Multilinearformen bilden zusammen mit dem dufleren Produkt die Grassmann-

Algebra der Mannigfaltigkeit M. Auf dieser wird nun noch die dufiere Ableitung “d” definiert, die
eine Antiderivation beziiglich des dufieren Produktes darstellt.

Definition 11 (Aussere Ableitung) Seia eine k-Form und § eine I-Form. Dann wird die dufe-
re Ableitung d : Q¥(M) — Q¥*1(M) eindeutig durch folgende Gleichungen festgelegt, die auch fiir
k=0 oderl=0 gelten:

d(a + f) = (da) + (dB)

d(aAB) = (da) AB+(=1)F an(dp)

dod=10

(df)(X) = X(f) VXe&(M)

2.1.7 Die Lie-Ableitung

Bei der Einfithrung von Vektorfeldern wurden Vektorfelder als lineare Derivationen auf C'°°(M)
aufgefafit. Eine sich daraus ergebene Fragestellung ist, ob es méglich ist, Vektorfelder auch als
Derivation von Tensorfeldern beziiglich des Tensorproduktes aufzufassen. Eine Méglichkeit liefert
die Lie-Ableitung eines Tensorfeldes 1" beziiglich eines Vektorfeldes X.

Definition 12 (Lie-Ableitung) Die Lie-Ableitung ist eine Abbildung von T nach T, die durch
die folgenden Gleichungen eindeutig festgelegt wird:

Lx(f)=X(f) ¥V [feC™(M)

Lx(Y)=[X,Y] YeX(M)

Lx(RR®S)=Lx(R)®S+ R®Lx(S) R,S beliebige Tensorfelder

Lx(CiT) = Cilx(T)
Die Lie-Ableitung ist also eine lineare Derivation beziiglich des Tensorproduktes, sie vertauscht

mit allen Kontraktionen und ihre Wirkung auf Vektorfelder entspricht dem Kommutator. Ferner
ergibt sich aus der Definition, dafi die Lie-Ableitung den Typ des Tensors erhélt und linear ist:

Tel << Lx(T)eT
Lx(R+S8)=Lx(R)+Lx(S5)
Lxiy(R)=Lx(R)+ Ly(R)
Lox(PT)=afLlx(T) o,f€ R

Oben wurde von einer Moglichkeit, Vektorfelder als Derivation auf Tensorfelder aufzufassen, ge-
sprochen. Eine andere Variante wird im folgenden Abschnitt vorgestellt.
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2.1.8 Die kovariante Ableitung

Zunichst wird der Begriff der kovarianten Ableitung definiert. Dieser Begriff allein reicht nicht aus,
die kovariante Ableitung eindeutig zu definieren. Das geschieht im zweiten Schritt fiir Riemannsche
Raume.

Definition 13 (Begriff der kovarianten Ableitung) Fine Abbildung Vx : 7] — T heifit
kovariante Ableitung, falls gilt:

Vxf=X(f) VfeC™M)

VixqevrT = F(VxT)+g9(VyT) VX, Ye€X(M)und f,g € C°(M)

Vx(R®S)=(VxR)®S+ R®(VxS) R,S beliebige Tensorfelder

Vx(CIT) = CiVxT
Im Vergleich mit der Lie-Ableitung fallt auf, das die meisten Eigenschaften der kovarianten Ablei-
tung mit denen der Lie-Ableitung identisch sind. Beide Operationen erhalten den Typ des Tensors,
stellen eine lineare Derivation beziiglich des Tensorproduktes dar, sind in ihrer Wirkung auf Funk-
tionen identisch und vertauschen mit allen Kontraktionen. Der wesentliche Unterschied liegt in der

Wirkung auf Vektorfelder. Dieser Unterschied ist jedoch wesentlich, da diese Wirkungsweise die
Wirkung auf beliebige Tensorfelder festlegt.

2.1.9 Riemannscher Raum - Teil 2

Definition 14 (Kovariante Ableitung im Riemannschen Raum) Ist M ein Riemannscher
Raum mat Metrik g, so gibt es genau eine kovariante Ableitung, fir die gilt:

Vxg=0 VXe&x(M)
VxY - VyX=[X,Y] VXY €X(M)
Die letzte Gleichung besagt, dafl die kovariante Ableitung torsionsfrei sein soll. Im folgenden ver-

stehen wir unter der kovarianten Ableitung immer diese auf einem Riemannschen Raum eindeutig
festgelegte.

Lemma 6 Fiir alle Vektorfelder X,Y, 7 gqilt:
29(Z,VxY) = X(9(Z2Y))+Y(9(Z X)) - 2(9(X,Y))
+9(Z, [X, Y1) + 9(Y, 17, X]) + 9(X, [Z,Y])

Um die kovariante Ableitung im Riemannschen Raum in Koordinaten anzugeben, werden zunéchst
die Christoffelsymbole definiert. Sie sind von der Wahl des Koordinatensystems abhéngig.

Definition 15 (Christoffelsymbole)

;i 1 78
[ = 29" (0j9sk + Orgs; — Osgjr)

In Koordinatenschreibweise 148t sich damit VxY angeben und es gilt mit X = X?9; und Y = Y79;:
(VxY) = X'9;,Y7 + 1, XY* (2.2)
Eine weitere wichtige Grosse in einem Riemannschen Raum ist der Kriimmungstensor. Dieser wird

iiber die kovariante Ableitung wie folgt definiert:

Definition 16 (Kriimmungstensor) Die koordinatenfreie Definition des Krimmungstensors
lautet:

9(Z',R(X,Y, 7)) = g(7 R(Y,7Z)X)
= g(ZIJvaZX - VZVYX — V[Y,Z]X) (‘23)

Definition 17 (Kriimmungstensor in Koordinaten) Der Krimmungstensor kann in Koor-
dinaten direkt aus der Metrik und den Christoffelsymbolen gewonnen werden. FEr ist definiert mit:

R%eq = 04T%c — 0.T%a + T3 T%5q — T34,
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2.1.10 Vektorfelder als Differentialgleichungen

Wir erinneren daran, dafl Vektorfelder an einem Punkt m vom geometrischen Standpunkt aus
gesehen, die Ableitung einer Kurve an diesem Punkt darstellen. Damit ergibt sich natiirlicherweise
die Umkehrfragestellung: Wie lautet eine Kurve, so dafl ein gegebenes Vektorfeld X genau der
Ableitung dieser Kurve entspricht? Gesucht ist also eine Kurve y(¢) mit den Eigenschaften:

d
Ej/(t) = Xy

7(0) = m
Dabei mufi X,,, # 0 gelten. 4(¢) heifit Integralkurve von X die durch den Punkt m verlauft. y(#)
heifit maximale Integralkurve von X durch m, wenn jede Integralkurve §(s) von X durch m in
der Kurve 4(t) enthalten ist. Die maximale Integralkurve von X wird mit yx (¢) bezeichnet. Diese
existiert eindeutig, der Beweis beruht auf dem Existenz und Eindeutigkeitssatz iiber explizite

Differentialgleichungen von Picard-Lindel&f.
Ist X, = 0so wird yx(t) = m Yt € R definiert.

Definition 18 (Vollstéindiges Vektorfeld) Fin Vektorfeld heifit vollstindig, falls die mazimale
Integralkurve zu jedem Punkt m € M ganz R als Definitionsgebiet besitzt.

2.1.11 Der Fluf} eines Vektorfeldes

Nachdem nun Vektorfelder als Differentialgleichungen aufgefafit werden kénnen, ergibt sich die
Frage nach der Lésung dieser Differentialgleichungen. Diese werden als Fliisse bezeichnet. Es wird
definiert:

Definition 19 (Fluf} eines Vektorfeldes) Der Fluff eines Vektorfeldes X ist eine Abbildung
FX .M — M fiir die gilt:

FtXm = 7x(t)

Dabei bezeichnet yx (t) die mazimale Integralkurve von X durch m undt liegt im Definitionsgebiet
der Integralkurve.

Um die Definitionbereiche eines Flusses angeben zu kénnen, werden Flow-Boxen definiert:

Definition 20 (Flow-Box) Sei M eine Mannigfaltigkeit und X € X(M). Eine Flow-Box von X
an der Stelle m ist ein Triple (Uy, I, FX) mit den Figenschaften:

Uy C M offen und m € Uy

I C R offen und symmetrisch um 0, d.h.:a €l <— —a€l
FX Ugx T —M

YuelUyundt €1 ist FXu definiert und es gilt: Fx(u,t) =FXu

Ein wichtiges Lemma {iber Flow-Boxen sichert die lokale Existenz von Flow-Boxen fiir alle Vek-
torfelder und alle Punkte. Dieses Lemma ist in [9] bewiesen und lautet:

Lemma 7 Ist X € X(M) so gibt es fir alle m € M eine Flow-Boz von X um m.

Damit sind Fliisse zumindest lokal immer definiert. Es wird noch ein weiteres Lemma iiber Fliisse
vorgestellt.

Lemma 8 Sei (Ug, I, FX) eine Flow-Box. Dann gilt fiir alle s,t €T mit s+t €I:

X X _ X
FYoFX = FX,
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2.1.12 Killingfelder und Isometrien

Symmetriebetrachtungen spielen in der Physik immer eine grofie Rolle. In der differentialgeometri-
schen Betrachtung eines Riemannschen Raumes sind die Killingfelder das Standardwerkzeug zur
Analyse von Symmetrien.

Definition 21 (Killingfeld) FEin Vektorfeld X heifft Killingfeld des Riemannschen Raumes mit
der Metrik g genau dann, wenn es die Killinggleichung

Lx(g9)=0 (2.5)
erfillt.
Lemma 9 Der Kommutator zweier Killingfelder ist ein Killingfeld.

Beweis:
Seien XY Killingfelder. Dann folgt:

Lx(Ly(9)) = Ly (Lx(g))
Lx(0) - Ly (0)
= 0

ﬁ[X,Y](g)

O

Definition 22 (7,) Seien M und N Mannigfaltigkeiten und die Abbildung = : M — N differen-
zierbar. Dann lift sich die Abbildung w, : TM — TN definieren. Ist (m, E,,) € TM, so wird die
Abbildung m, (m, E,,) dber eine geeignete Kurve v definiert. Sei E,, € T,, M, dann gibt es eine
Kurve v mit den Figenschaften

7(0) =m
d
Em = E’Y(t) lt=0

Mit einer solchen Kurve v ergibt sich dann m.(m, En):

m(m, Ey,) = <7r(m), %W(’y(i)) |z=0> (2.6)

Ist # : M — N ein Diffeomorphismus, so kann mit obiger Definition eine Abbildung 7, von
X(M) — X(N) definiert werden. Tst X € X (M), so ist X eine Abbildung von M — TM. Dann
wird definiert:

#. = meoXom ! oder anders notiert: 2.7
(fe X)) = m(Xami)

In Zukunft wird bei der Abbildung 7. die Schlange weggelassen.

Definition 23 (Isometrie) Fine Transformation ¢ : M — N heifst Isometrie, falls gili:

© ist ein Diffeomorphismus

gM(XaY) = gN(SO*(X)aSO*(Y)) VX, Ye X(M)
Dabei bezeichnet gar die Metrik auf M und gn die Metrik auf N.
Sind die Rdume M und N identisch, so spricht man von einer Isometrie auf M.

Der Zusammenhang von Killingfeldern und Isometrien wird mit dem néchsten Lemma verdeutlicht.

Lemma 10 Ist X Killingfeld auf M und (Uy, I, FX) eine Flow-Box, so ist F/X fiir allet € T eine
Isometrie auf M.
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2.1.13 Wichtige Formeln der Differentialgeometrie

Tst a eine k-Form und g eine -Form auf M, X,V € X(M) und f € C*®°(M), dann gelten die
folgenden Gleichungen:

Lixyie) = Lx(Ly(a)) =Ly (Lx(a))
Lx(da) = dlx(a)

Lx(aAp) = Lx(a)AB+aALx(F)
onz/\ﬁ = (an)/\ﬁ—{—a/\(V)(ﬂ)
danp) = (da)AB+(~DFaA(dd)

Sind insbesondere a, 8 1-Formen, so gilt:
) = Lx(a)(Y)+a([X,Y])
) = (an)(Y) +a(VxY)
(do)(X,Y) = Vx(a(Y)) = Vy(a(X)) - a([X,Y])
) +df(Y
)
)

)
Lix(@) (V) = fLx(@)(Y) +df(V) Aa(X)
(@ ADX,Y) = S(a(X)BY) —a(Y)F(X))
(Vxda)(V,Z) = Vx(da(Y,Z2))—da(VxY,Z)—da(Y,Vx7)
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2.2 Submersion

2.2.1 Bezeichnungen und Definition

Einige Uberlegungen bauen auf der Konstruktion einer Submersion beziehungsweise einer Riemann-
schen Submersion auf. Beide Begriffe werden in der Form vorgestellt, in der sie spiter angewandt
werden. Als Literaturquelle zu dieser Thematik diente vor allem [2].

Definition 24 (Submersion) Sind M,Q Mannigfaltigkeiten, so heifit eine Abbildung 7 : M — Q)
Submersion, falls die Abbildung 7, : TM — T'Q surjektiv ist.

Mit dem néchsten Lemma wird ein Beispiel fiir eine Submersion geliefert.
Lemma 11 Die Projicktion eines direkten Produkies ist eine Submersion.

Beweis: Sei 7 : M x N — M die Projektion. Ferner sei F,, € T, M. Dann gibt es eine Kurve
v auf M mit Ep, = £9(t) |4=o. Mit der Kurve 5 := (y(t),n) auf M x N, die auf N konstant ist
(=n), erhélt man ein Vektorfeld

N d . .
Em,n) = 27(1) li=0= (Em, 0) (2.9)

Es gilt dann W*(E(mm)) = Fm. Dadiese Konstruktion fir alle F, € T,,, M gelingt, ist die Abbildung
7y surjektiv.

O
In diesem Abschnitt nehmen wir an, dafi die Mannigfaltigkeit M eine Metrik g besitzt. Es wird
jedoch ausdriicklich darauf hingewiesen, daf} es auf ) im allgemeinen keine Metrik gibt.

Im folgenden werden wir mit ~versehen, was auf @ lebt.
Definition 25 (projizierbare Funktion) Fine Funktion f heifit projizierbar, falls gili:
m(m1) = w(m2) = m(f(m1)) = 7 (f(m2))

Definition 26 (Lift einer Funktion) Ist f eine Funktion von Q — R, so definieren wir den
Lift dieser Funktion maui:

fvw::fow

Lemma 12 Alle projizierbaren Funktionen haben die Gestalt eines Liftes und alle “gelifteten”
Funktionen sind projizierbar.

2.2.2 Begriffe fiir Vektorfelder

Definition 27 (vertikales Vektorfeld) Fin Vektorfeld V heifit vertikal, falls fir alle m € M
gult:

(Vi) = 0 (2.10)

Da wir annehmen, daf} es auf M eine Metrik ¢ gibt, kénnen dann die horizontalen Vektorfelder
definiert werden:

Definition 28 (horizontales Vektorfeld) Ein Vektorfeld X heiffit horizontal, falls fir alle ver-
tikalen Vektorfelder 'V gilt:

g(X,V)=0 (2.11)
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