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Vorwort

Die vorliegende Arbeit ist aus einer lingeren Beschiftigung mit den Grundla-
gen der Physik und speziell der Geometrie entstanden.

Neben dem Physikstudium hatte ich regelmifig Seminare und Vorlesungen
in Archiologie, Geschichte und in Philosophie besucht.
Im Sommersemester 1992 nahm ich in Marburg an dem von Herrn Prof. Ja-
nich geleiteten Proseminar ,Die Dreidimensionalitit des Raumes® teil. Darin
lernte ich die Protophysik kennen. Herbst desselben Jahres hatte ich Gelegen-
heit, Hérer eines Gastvortrages zu sein, den Herr Prof. Janich vor Marburger
Mathematikern hielt; derselbe Vortrag erschien 1992 unter dem Titel ,,Die tech-
nische Erzwingbarkeit der Kuklidizitit“ abgedruckt in einem Sammelband zur
methodischen Philosophie. Mit diesem Aufsatz setzt sich der erste Teil meiner
Diplomarbeit auseinander.

Herr Prof. Schmidt akzeptierte die kritisch- mathematische Auseinanderset-
zung mit der Protogeometrie als Ausgangspunkt fiir eine Diplomarbeit, die ich
hiermit vorlege. Ich danke Herrn Prof. Schmidt fiir die jederzeit gute Betreu-
ung, die mir bei der Anfertigung dieser Arbeit sehr geholfen hat. Den Herren
Prof. Kamlah und Prof. Diller bin ich fiir manch niitzlichen Hinweis verpflichtet.

Herr Priv. Doz. Schrimpf und Herr Dipl. Phys. Reeh haben mir in Compu-
terdingen mit Rat und Tat zur Seite gestanden.

SchlieBlich mochte ich Herrn Prof. Janich gegeniiber meine Wertschétzung
zum Ausdruck bringen. lhm habe ich es wesentlich zu verdanken, daf§ sich mein
Interesse an der Philosophie bis heute erhalten hat. Die Protophysik- Kritik,
die ich in meiner Diplomarbeit vorbringe, dient allein einer sachlichen Klirung
von Problemen, mit denen die heutige Protogeometrie zu kdampfen hat. Auf
meine Affinitdt zur Protophysik hat sie keinen Einflufl.

Osnabriick, im September 1998 R. Herbig
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1 Notationen und Zusammenstellung benétigter Vor-
kenntnisse

1.1 Absolute Geometrie

Wir verstehen darunter diejenige geometrische Theorie, welche durch die Hil-
bertschen Axiome der Verkniipfung, Anordnung, Kongruenz und Stetigkeit,
also die Axiome I1 — 3, II, Il und V in Hilberts ,,Grundlagen der Geome-
trie“(9.Auflage, Stuttgart 1962) gegeben wird.

1.2 Nichteuklidische Geometrie

Unter den Begriff ,nichteuklidische Geometrie“ fassen wir die hyperbolische
und die elliptische Geometrie zusammen. Beachte, dal der Begriff in der Ma-
thematik haufig ausschlieBlich als Synonym fiir die hyperbolische Geometrie
benutzt wird, weil in der hyperbolischen Geometrie alle Axiome Euklid- Hil-
berts mit Ausnahme des Euklidischen Parallelenaxioms gelten. Letzteres ist
durch das Axiom ersetzt: ,, Zu einer Geraden und einen nicht auf ihr gelege-
nen Punkt gibt es in der durch die Gerade und den Punkt bestimmten Ebene
mehrere nichtschneidende Geraden durch diesen Punkt. In der elliptischen Geo-
metrie haben zwei in einer Ebene liegende Geraden stets einen gemeinsamen
Punkt.



2 Problemstellung

2.1 Der Ursprung der nichteuklidischen Geometrie

Die Geometrie hat ihren Ursprung in der rdumlichen Erfahrung. ,Geometrie®
bedeutet wortlich ,,Kkrdmessung®. Den griechischen Mathematikern des fiinften
und vierten vorchristlichen Jahrhunderts kommt das Verdienst zu, die stren-
gen geometrischen Beweise quasi aus dem Nichts hervorgebracht und dadurch
die Geometrie zum Vorbild aller Wissenschaft gemacht zu haben. Noch fiir
Kant besafien alle Sitze der euklidischen Geometrie absolute Giiltigkeit. Im
vorigen Jahrhundert wich dieses Vertrauen in das Euklidische System infolge
der Pionierarbeiten von C.F. GauB, J. Bolyai und N.J. Lobatschewski der Ein-
sicht, daf§ die aus der rdumlichen Erfahrung abstrahierten Beriffe keineswegs
denknotwendig sind.'! Gewonnen wurde diese Einsicht anhand der Erkenntnis,
dafl sich das Euklidische Parallelenaxiom, dem zufolge es in einer Ebene zu
einer Geraden durch einen nicht auf der Geraden gelegenen Punkt genau eine
Nichtschneidende existieren soll, nicht aus den iibrigen Axiomen Euklids be-
weisen 138t. Die ,,nichteuklidische Geometrie* gesellte sich als gleichberechtigt
neben die euklidische Schulgeometrie: Alle Axiome Euklids mit Ausnahme des
Parallelenaxioms werden vorausgesetzt, und der Mathematiker untersucht die
geometrischen Strukturen, die sich aus diesen Grundannahmen ergeben. Man
unterscheidet dabei nach ,elliptischer® und nach ,,hyperbolischer* Geometrie, je
nachdem es keine oder mehrere Parallelen zu einer Geraden durch einen Punkt
(innerhalb dieser ebenen Konfiguration) gibt. Aufilerdem betrachtet man die
Satze der sogenannten ,absoluten“ Geometrie. Das ist der Inbegriff all derjeni-
gen Sdtze, die sich ohne eine spezielle Annahme iiber die Anzahl von Parallelen
beweisen lassen.

2.2 Das Hilbertsche Axiomensystem fiir die euklidische Geo-
metrie

Gegen Ende des vorigen Jahrhunderts gab Felix Klein das erste vollstindige
Modell einer nichteuklidischen Geometrie an. Seitdem geniefit die nichteukli-
dische Geometrie uneingeschrinktes Hausrecht in der Mathematik. Damit war
der Weg frei gemacht fiir eine neue Einstellung der Geometrie gegeniiber. Sie
findet ihren endgiiltigen Ausdruck in David Hilberts “Grundlagen der Geome-
trie“ ([Hilbert, 1962]). Hilbert verzichtet auf eine Definition von Punkt, Gerade
und Ebene. Er unterwirft diese Gegenstdnde nur bestimmten Eigenschaften, die
jedenfalls mit ihrer anschaulichen Interpretation in Kinklang stehen. Etwa: je
zwei Punkte bestimmen eindeutig eine Gerade, mit der sie inzidieren, oder: fiir
drei Punkte P, Q, R ist erklidrt, ob Q zwischen P und R liegt, oder nicht; usw.

!GauB in einem Brief an Olbers vom 28. April 1817: ,Ich komme immer mehr zu der
Uberzeugung, daB die Notwendigkeit unserer Geometrie nicht bewiesen werden kann, wenig-
stens nicht vom menschlichen Verstande noch fiir den menschlichen Verstand.“ (zit. nach
[Klingenberg, 1971], S. 9.)



Die Interpretation der Gegenstdnde der Geometrie als Objekte der sinnlichen
Wahrnehmung ist bei Hilbert in den Hintergrund geriickt; was den Mathema-
tiker an der Geometrie interessiert, sind einzig und allein die formalen Bezie-
hungen zwischen ihren Begriffen.? Seit Hilbert iiberlift es der Mathematiker
der Physik, zu entscheiden, welche der drei Raumformen fiir die Geometrie der
Wirklichkeit die richtige sei. Das Problem der Giiltigkeit geometrischer Sitze
wird seitdem in der mathematischen Geometrie nicht mehr diskutiert, sondern
den Naturwissenschaften, allen voran der Physik, iiberlassen. Daf} es von Sei-
ten einiger weniger Mathematiker Versuche gegeben hat, eine ,Geometrie der
Wirklichkeit“? zu entwickeln, mag denn auch als Ausnahme von der Regel be-
trachtet werden.

2.3 Der protophysikalische Ansatz zur Geometriebegriindung
und die Grundthesen der Protophysik

1961 veréffentlichte der Philosoph Paul Lorenzen einen Aufsatz mit dem Ti-
tel ,Das Begriindungsproblem der Geometrie als Wissenschaft der rdumlichen
Ordnung® ([Lorenzen, 1961]). Lorenzen nimmt in dieser Arbeit das Programm
der operativen Geometriebegriindung Hugo Dinglers wieder auf und erklart im
Anschlufl an Dingler beispielsweise die Ebene als eine Fliche, bei der alle Punk-
te (und alle Seiten) ununterscheidbar sind. Oder: ,Fiir die Orthogonalitit einer
Geraden g zu einer Ebene E mit dem Fulpunkt P lautet das Homogenitédtsprin-
zip, dafl alle Geraden von E durch P ununterscheidbar sein sollen hinsichtlich

« 4
g.

Wir wollen zunéchst das Programm der sogenannten Protophysik skizzie-
ren, da von ,Homogenitdtsprinzip“ die Rede war, einem spezifisch protophysi-
kalischem Begriff.

Die Protophysik betrachtet sich als Teil einer konstruktiven Wissenschafts-
theorie, die sich neben den Grundlagen der Physik (in der Protophysik) auch
mit den Grundlagen der Mathematik und der Sozialwissenschaften befafit und
als Alternative zu den gidngigen modernen Wissenschaftstheorien gesehen wer-
den will.

Anstelle von , konstruktiver” wollen wir bewertungsneutraler von , konstrukti-
vistischer“ Wissenschaftstheorie sprechen; dadurch erkldrt sich auch der Titel
der vorliegenden Arbeit.

2Sieche etwa H. Poincaré, La science et I’hypothése: ,Was die Wissenschaft erreichen kann,
sind nicht die Dinge selbst, sondern es sind einzig die Beziehungen zwischen den Dingen; aus-
serhalb dieser Beziehungen gibt es keine erkennbare Wirklichkeit.“ (zit. nach [Poincaré, 1928],
S. XVI)

3Yuallererst sei hier der danische Geometer J. Hjelmslev genannt, der sich intensiv mit
dem Problem beschiftigt hat. Siehe [Hjelmslev, 1916], [Hjelmslev, 1923], [Hjelmslev, 1929].

4

[Lorenzen, 1961], S. 422.



Die Protophysiker betonen besonders, keine affirmative Grundhaltung zu
den Naturwissenschaften einnehmen zu wollen.
Ungeachtet dessen versteht sich die Protophysik als eine Hilfsbemiithung zur
Physik, und zwar geht es nach P. Janich, einem ihrer prominentesten Vertreter,
»in der Protophysik ... darum, auf die Frage zu antworten, wie eine messen-
de Physik m&glich wird.“5 Janichs protophysikalischer Mitstreiter P. Lorenzen
formulierte als Titel eines Aufsatzes zur Protophysik einmal die krage: Wie
ist die Objektivitit der Physik moglich 7 © Janich sagt auch: Die Protophysik
habe ,die Voraussetzungen reproduzierbarer Messungen vollstindig bereitzu-

stellen.“”

Als geistiger Vater der Protophysik darf wohl Hugo Dingler (1881- 1956)
bezeichnet werden. Dinglers entscheidende Einsicht bestand darin, daf§ ,,die Ge-
genstinde, iiber die die Physik spricht, ... nur in Ausnahmefillen ‘natiirliche’
Gegenstdnde ... [sind]. In der Regel sind sie durch die Herstellungsbemiihun-
gen fiir Experimentalvorrichtungen erzeugt ( ... ) daB Physik die Konstitution
ihrer Gegenstinde ‘Operationen’, ndmlich herstellenden Handlungen verdankt,
wurde von Hugo Dingler gesehen und in der Protophysik wieder aufgenom-

men.“®

Dingler und mit ihm die Protophysiker behaupten nun fiir die exakten Wis-
senschaften ein Begriindungsproblem. Dieses 148t sich wie folgt beschreiben:
Wissenschaftliche Erkenntnis unterscheide sich von bloflem Alltagswissen da-
durch, daf} ihre Sdtze argumentativ begriindbar sein miissen. Es stelle sich da-
her fiir die Wissenschaften die Frage nach Existenz und Herkunft unstrittiger
Sitze: denn offenbar bediirfe es solcher unstrittiger Sitze, um in Frage stehen-

de Sdtze oder Behauptungen belegen zu kénnen. Dies fiihre auf Begriindungs-
ketten. Man konne zwar zunichst versuchen, jeden Satz wiederum auf einen
anderen zuriickzufiihren; man komme dann aber entweder in einen regressus in
infinito, oder man setze (wie am Beispiel des Hilbertschen Axiomensystems fiir
die euklidische Geometrie) in Form einer Axiomatik willkiirlich gewisse Sitze
unhinterfragt an den Anfang.

Die erste Alternative sei schon rein logisch abzulehnen, da es unendliche
Begriindungsketten nicht geben kénne. ,Auf jegliche Begriindung der ersten
Allsétze zu verzichten und sie ‘axiomatisch’ zu behaupten, ist [nach Dingler]
gleichermaflen unannehmbar, da somit jeder Anspruch auf Sicherheit aufgege-
ben werden mufl ( ... ) Bleiben die Axiome unbewiesen, so ist auch jeder aus
ihnen abgeleitete Satz unbewiesen, die Theorie ist lediglich ein ‘hypothetischer’

®[Janich, 1980], S. 49.
5In [Lorenzen, 1974].
"[Janich, 1980], S.53.
8Ebd., S. 51 f.



Formalismus.“?

Dingler glaubt, im Falle der Geometrie einen Weg aus dem Begriindungs-
dilemma aufzeigen zu kénnen: Die Grundbegriffe der Geometrie, also Punkt,
Gerade, Ebene, Orthogonalitit, Parallelitit usw. seien ,nicht blof} irgendwelche
Grundbegriffe, sie sind vielmehr als rdumliche Formen durch gewisse Homoge-
nitdten charakterisierbar. Was hier Homogenitit (Dingler spricht stattdessen
von Symmetrie) bedeutet, sei ... am Grundbegriff der Ebene erortert. ( ...
) Eine Ebene ist eine Fliche, bei der alle Punkte (und beide Seiten) ununter-
scheidbar sind.“!°

Was rechtfertigt nun diese Homogenitdtsprinzipien?

Die Antwort Dinglers lautet mit den Worten Janichs:'' ,Unabhingig von jeder
Erkenntnistheorie ... befindet sich ein Mensch auf einer naiven Stufe des Den-
kens, ... solange er nicht reflektiert. Dingler nennt diese Stufe ‘L.ebensstandpunkt’
oder ‘Standpunkt des tédglichen Lebens’. (... ) Auf diesem befindet sich, wer
keinerlei Allsdtze fiir irgendwie gesichert ansieht ... und wer somit keine an-
deren Tatsachen kennt, als Einzeltatsachen.“ Jedenfalls verfiigt ein Mensch auf
diesem Standpunkt iiber praktisch- handwerkliche Fihigkeiten, ,insbesonde-
re auch jene, welche zum Aufbau einer exakten Wissenschaft ... ausgefiihrt
werden miissen, also sprachliche Handlungen und manuelle Tétigkeiten (zur
Herstellung von Mefigerdten).“

Als persénliche Schlufifolgerung fiige ich an, daf§ Dingler behauptet haben
mag, dafi der Handwerker/ MeBgeritehersteller bei der Anfertigung rdumlicher
Grundformen immer schon auf die Erfiillung gewisser Homogenitatsforderun-
gen (unter Anstrebung wachsender Genauigkeit) hinarbeite.

Dinglers Paradebeispiel eines auf Homogenitidt abzielenden Herstellungs-
verfahrens fiir Ebenen ist das sogenannte Dreiplattenschleifverfahren, welches
»genau die Realisierung ... ‘Ebenendefinition’ darstellt“([Dingler, 1919], S. 38).

Lorenzen hat in den sechziger Jahren das Begriindungsprogramm Dinglers
wieder aufgegriffen und fortgefiihrt. Sein Hauptinteresse galt der Geometrie,
da die systematisch friiheste Messung die der Linge sei (alle anderen, z.B. der
Zeit, der Masse usw. bediirften ihrer bereits).

Es ist nicht unwichtig, darauf hinzuweisen, dafl Lorenzen die Geometrie be-
reits in logisch strenger, axiomatisierter Ausarbeitung gegeben sieht; ihm geht
es dann um die Begriindung der Axiome. Darin steht er Dingler nahe, unter-
scheidet sich aber von Janich, dem es weniger auf die Rekonstruktion eines

°Ebd., S. 56.
""[Lorenzen, 1961], S. 421 f.
" [Janich, 1980], S.55 f.



bereits vorhandenen Axiomensystems (das von Euklid- Hilbert) sondern mehr
auf die vorwissenschaftlichen Realisierungsméglichkeiten ankommt.!?

Eine konstruktive bzw. operative Definition (etwa einer geometrischen Grund-
form), sagt Janich an anderer Stelle ([Janich, 1979], Anm. 4 auf S. 343), ,,be-
deutet, dafl die in der operativen Definition angegebenen Handlungen wirklich
durchgefiihrt werden kénnen, und zwar ohne Kenntnisse oder Gerite, die erst
nach gelungener Durchfiihrung dieser Handlungen methodisch zur Verfiigung
stehen.®

Es bleibt noch zu kldren, wie in der Protophysik der Sprung von den
handwerklich- technisch erzeugten Grundformen zu den ,idealen“ Elementen
der Geometrie vollzogen wird. Dies geschieht mithilfe des sogenannten
»ldeationsverfahrens®, welches darin besteht, die vom Handwerker bzw. Mef-
geritehersteller angestrebten Homogenititen als ,ideal® erreicht zu betrachten,
sowie die sich daraus ergebenden logischen Implikationen weiter zu verfolgen.!?
Nach der Ideation wird ,nicht mehr von realen Kérpern, Vorgingen usw. ge-
sprochen ..., sondern von den intendierten Eigenschaften im Sinne von Her-
stellungszielen,“14

An den Arbeiten zur Protophysik wurde von einer Reihe von Wissenschafts-
theoretikern, Mathematikern und Physikern Kritik geiibt. Sie ist iibersichtlich
greifbar in den beiden Biichern: G. Béhme (Hrsg.), Protophysik, Suhrkamp-
Reihe ,, Theorie- Diskussion®, Frankfurt 1976. Konstruktionen versus Positio-

nen. Beitrige zur Diskussion um die Konstruktive Wissenschaftstheorie (Hrsg.
von K. Lorenz), Bd 1 (Spezielle Wissenschaftstheorie). Berlin/ New York 1979.

Der mir am wichtigsten erscheinende Einwand gegen das protophysikalische
Begriindungsprogramm ist die Frage nach der Realisierbarkeit der verwendeten
Homogenititsprinzipien (Normen).'®
Wenn vielleicht auch nicht Dingler oder Lorenzen, so mufl zumindest Janich
ein vitales Interesse an der Durchfiihrbarkeit der von ihm formulierten Normen
haben, gesteht er doch ein, daB ,,die Protophysik ihren Anspruch auf rationale
Rekonstruktion bzw. Begriindung der Physik nicht einlésen [konnte], wenn sie
sich auf unbefolgbare Normen stiitzte.“!6
Diesem seinem Credo widersprechend erwidert Janich noch auf derselben Seite
(S. 108) der ,,Protophysik der Zeit“ auf den ,,empiristische(n) Einwand, da$§ die
Protophysik schliellich die Befolgbarkeit ihrer Handlungsanweisungen und Nor-
men voraussetze“: ,Hier liegt ein Miflverstdndnis zu Grunde, die Protophysik
sei auf den Satz ‘Die Handlungsanweisungen (bzw. Normen) der Protophysik

2Siche [Janich, 1980], S. 79.

13Vgl. [Janich, 1980], S. 99.

" Ebd.

5Vgl. [Kamlah, 1979], insbesondere den Abschnitt 2. Normen und Aussagen.
'%[Janich, 1980], S. 108.



sind erfiillbar’ angewiesen. Dieser Satz ist jedoch fiir ein Befolgen der Hand-
lungsanweisungen entbehrlich und kommt im Aufbau der protophysikalischen
Teile Geometrie, Chronometrie und Hylometrie auch nicht vor, muf} also auch
nicht begriindet werden.“

Mir ist nicht klar, ob der offensichtliche Widerspruch in den beiden Janich-
schen Aussagen durch Heranziehen einer neueren AuBerung Janichs restlos auf-
geklart werden kann;ich meine seinen Aufsatz ,, Was heifit und woher wissen wir,
daB unser Erfahrungsraum dreidimensional ist? ([Janich, 1996]) Darin heifit
es:'7  Die Intentionen des Laien waren durch den Philosophen nur sprachlich zu
explizieren und betrafen eine vorfindliche, erfolgreiche Praxis des technischen
Umgangs mit Weltdingen.“ Und weiter vorher:,Dabei kommt eine Form des
Wissens in den Blick, die fiir die geldufigen Mehrheitspositionen philosophi-

scher und wissenschaftlicher Theorien zum Raum bisher keine Rolle gespielt
haben: das Wissen iiber unsere eigenen Handlungen.“!8

Lassen sich diese AuBerungen Janichs so interpretieren, daB Wissenschaft
— also auch Physik und die Geometrie — undenkbar wiren, wenn unsere vor-
wissenschaftliche Kenntnis von der Welt nicht dergestalt wire, dafl dieses Wis-
sen jedenfalls die Durchfiihrbarkeit des protophysikalischen Begriindungspro-
gramms sicherstellt?
Diese und noch andere Fragen an die Protophysik erlaubt die Zielsetzung der
vorliegenden Arbeit jedoch nicht weiterzudiskutieren. Wir geben zunéchst eine
inhaltliche Vorschau auf die weiteren Kapitel.

2.4 Problemstellung dieser Arbeit

In den Kapiteln 4- 7 geht es um die Frage, auf welche Weise die Protophysiker
innerhalb der absoluten Geometrie die euklidische Geometrie auszeichnen wol-
len.

Kapitel 4 stellt die Doppelkeilkonstruktion vor. Janich behauptet, damit
ein Herstellungsverfahren fiir parallele Kbenen angeben zu kénnen. Die Ein-
deutigkeit dieses Realisierungsverfahrens sei dann durch die sogenannte ,,Keil-
Kerbe- Invarianz“ gesichert.

Im darauffolgenden Kapitel gehen wir dem Verdacht nach, dafi die Ope-
rationen, welche Janich mit den Doppelkeilen durchfiihrt, schon voraussetzen,
was sie zeigen sollen, ndmlich die Kuklidizitdt. Ferner wird iiberpriift, ob die
Keil- Kerbe- Invarianz, die nach Janich die ganze Last der Etablierung der Eu-
klidizitdt zu tragen hat, in der nichteuklidischen Geometrie tatsichlich verletzt

'7S. 75 (Hervorhebungen von mir).
8Ebd., S. 74.



ist. Dazu benutzen wir die Kleinschen Modelle der hyperbolischen und ellipti-
schen Geometrie.
Anschliefiend geben wir eine Kritik des Janichschen Aufsatzes.

Das 7. Kapitel beginnt mit Lorenzens Formprinzip, einem anderen Versuch,

die euklidische Geometrie protophysikalisch auszuzeichnen. Wir konstruieren
die Dehnsche semieuklidische Ebene und zeigen damit ein wichtiges Problem
auf, das nicht erst im Zusammenhang mit dem Formprinzip Lorenzens, sondern
schon in Janichs Aufsatz entsteht.
Fiir die semieuklidische Geometrie spielen nichtarchimedisch angeordnete py-
thagordische Korper eine entscheidende Rolle. Daher werden in Abschnitt 6.4
zwei wichtige solche Korper vorgestellt. Einer davon, der Hilbertsche Korper €,
wird im achten Kapitel nochmal gebraucht, wenn es um die Frage geht, unter
welchen Bedingungen aus der Existenz der Winkelhalbierenden die des Mittel-
punktes gefolgert werden kann.

Zum Abschlufi der Diplomarbeit werden wir uns davon iiberzeugen, daf§ in
der Protogeometrie die wichtige Eigenschaft der freien Beweglichkeit gegeben
ist. Es ist zu untersuchen, welche Voraussetzungen in dieses Resultat eingehen.

Die Zusammenfassung stellt die Hauptresultate der vorliegenden Arbeit auf
einen Blick dar.



3 Die Janichsche Doppelkeilkonstruktion fiir paral-
lele Ebenenpaare

Es ist eine Grundforderung der protophysikalischen Geometriebegriindung, wie
wir gesehen haben, einer geometrischen Grundform ein realisierbares Herstel-
lungsverfahren an die Seite zu stellen.

Diese Forderung wurde nicht als Erstes von den Protophysikern erhoben,
denn sie findet sich schon in Hjelmslevs Aufsatz ,,Die Geometrie der Wirk-
lichkeit* von 1916, '? sowie in seiner Monographie ,,Die natiirliche Geome-
trie“(1923). Dort fordert Hjelmslev:, Ebene, gerade Linie, rechter Winkel usw.
miissen so eingerichtet werden, daf} sie eine bestimmte Herstellungstechnik der
Dinge festsetzen, die eine Kontrolle fiir das Bestehen der Grundeigenschaften

enthilt.«20

Bei Lorenzen fehlt nun in der Tat die Angabe eines Herstellungsverfah-
rens fiir parallele Ebenen; es ist also nur recht und billig, wenn ein Vertre-
ter der Protophysik den Versuch unternimmt, diese Liicke in der operativen
Theorie der euklidischen Geometrie zu schliefen. Dies zu leisten ist das Ziel
des Aufsatzes ,,Die technische Erzwingbarkeit der Euklidizitdt“ von P. Janich
([Janich, 1992]). Fiir jeden, der mit Euklids Axiomatik vertraut ist, ist Janichs
Vorschlag, dem Problem beizukommen, sehr naheliegend: Es wird eine Dop-
pelkeilkonstruktion angegeben, die - mathematisch gesprochen- eine indirekte
Anwendung von Satz 16 aus Euklids erstem Buch seiner Elemente ist. Es seien
hier die Sitze 16 und 17 zitiert:

Euklid 1,16: In jedem Dreieck ist ein Auflenwinkel gréfler als ein an einer
anderen Kcke gelegener Innenwinkel.

EuklidI,17: In jedem Dreieck sind zwei Winkel, beliebig zusammengenom-
men, kleiner als zwei Rechte.

Aus 1,16 folgt zunichst die Existenz einer Nichtschneidenden (siehe Abbil-
dung 1): Man erhilt sie, indem man P mit irgendeinem Punkt Q auf g verbindet
und durch P die Gerade h zieht, die beziiglich dieser Verbindungsgeraden | mit
g gleiche Wechselwinkel bildet:

Wiirden sich g und h (etwa) in R schneiden, so hédtte man ein Dreieck, in
dem der AuBlenwinkel « gleich einem der gegeniiberliegenden Innenwinkel wire,
im Widerspruch zu I,16.

"9Siehe [Hjelmslev, 1916]. In diesem Aufsatz heiBt es etwa: ,Was ist eine wirkliche Ebene?
Diese Frage beantwortet man, indem man zusieht, wie man in der Praxis, in den Maschinen-
fabriken, die Ebenen herstellt.“(S.38) ,Alle Ebenen, gerade Linien und rechte Winkel sind
Nachbildungen von den genannten maschinentechnischen lIdealformen.“(S.39) ,Die formale
Fuklidische Geometrie wird also nur als eine bequem abgerundete Formulierung der Resulta-
te der praktischen Geometrie hervortreten.“(S.40)

20[Hjelmslev, 1923], S. 3.



Abbildung 1: Existenz von Parallelen

Euklids Postulat V ist nun die Umkehrung des Satzes [,17:

Wenn eine Gerade von zwei anderen Geraden so geschnitten wird,
daf} die auf einer Seite entstehenden Innenwinkel zusammen kleiner
als zwei Rechte sind, dann treffen sich beiden Geraden auf derselben
Seite, auf der diese beiden Winkel liegen.

Aus diesem Postulat folgt, dafl es hichstens eine Parallele geben kann, und
zwar so: Existierte eine zweite Parallele h’ durch P zu g, so wiirde sie einen von
« verschiedenen Schnittwinkel mit | bilden. Die Geraden g, h’, | wiirden also
die Voraussetzungen des Fiinften Postulats erfiillen, die Geraden g und h’ sich
also schneiden.

PK/W

h

Abbildung 2: Das Euklidische Axiom

Wir werden im Folgenden das ,,Euklidische Axiom“ in der Formulierung
aussprechen, in der es in Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie“ zu finden ist,
namlich:

»Es sei g eine beliebige Gerade und P ein Punkt aufierhalb g: dann
gibt es in der durch P und g bestimmten Ebene h&chstens eine
Gerade, die durch P liuft und g nicht schneidet.”

Man macht sich leicht klar, dal diese Aussage dem Euklidischen Paralle-
lenaxiom #quivalent ist?!. Natiirlich kann Satz 1,16 in der elliptischen Geo-
metrie nicht gelten, denn in jener herrschen die projektiven Inzidenzaxiome,

2'Wir haben nur noch zu zeigen: aus dem neuen Axiom folgt Fuklids Postulat V. Wiren
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mithin haben je zwei Geraden stets einen Schnittpunkt??. Es sei schon an die-

ser Stelle darauf hingewiesen, dafi wir unseren Betrachtungen im ersten Teil
unserer Arbeit die elliptische Geometrie mit einbeziehen werden. Sie gehéort
zwar strenggenommen nicht zur absoluten Geometrie, weil in ihr die Anord-
nungsaxiome( bei Hilbert die Axiomengruppe II) schon nicht mehr erfiillt sind.
Aber wir mochten der Vollstandigkeit wegen auch in der elliptischen Geome-
trie nachpriifen, welche der Janichschen Konstruktionen ausfiihrbar oder nicht
ausfiihrbar sind.

Ich m&chte nun die Doppelkeilkonstruktion von Janich ausfiihrlich darstel-
len.?? Janich nimmt die absolute Geometrie als bereits operativ begriindet an,
indem er auf die Existenz von Herstellungsverfahren fiir Ebenheit und Ortho-
gonalitdt verweist. Unter Zuhilfenahme der Termini ,eben® und ,,orthogonal®
definiert er dann spezielle Schnitte durch rdumliche Kérper:

1. ,,‘Kerbschnitt’: In einem beliebig geformten Kérper werden zwei ebene
Schnitte in beliebigem Winkel zueinander so gefiihrt, daf} sie sich treffen.
Als Resultat ergibt sich ein Keil, der passend in einer Kerbe liegt.

2. ‘Tortenschnitt’: Aus einem beliebigen Kérper wird durch einen ebenen
Schnitt ein Teilkorper gewonnen, der ein ebenes Oberflichenstiick auf-
weist. Zu diesem jeweils rechtwinklig werden zwei weitere ebene Schnitte
gefiihrt, die zueinander einen beliebigen Winkel bilden diirfen. Dadurch
entstehen vier “lortenstiicke’, die zwei rechtwinklige ‘Grundkanten’ und
eine ‘Zentralkante’ aufweisen.

3. ‘Querschnitt’: Ein beliebiger Keil wird durch seine Kante so geschnitten,
dafl die auf den Keilflanken neu entstehenden Kanten auf der Keilkante

senkrecht stehen “(S. 73).

Keilflanke

Zentralkant

"

Grundkanten

von den Geraden g, h’, 1 die Voraussetzungen des 5. Postulates erfiillt, ohne daB g und h’ einen
Schnittpunkt hitten, so gébe es jedenfalls nach 1,16 noch die von h’ verschiedene Parallele h
durch P zu g. Geméaf des neuen Axioms existiert aber héchstens eine solche Parallele.

221,16 bendtigt zu einem strengen Beweis die bei Hilbert explizierten Anordnungsaxiome;
diese sind jedoch in der projektiven Geometrie, wo es lediglich eine quaternire Irennrelation
gibt, nicht erfiillt. Fuklid hat noch gar keine Anordnungsaxiome, benutzt sie aber stillschwei-
gend beim Beweis vieler Sitze, so u.a. im Beweis von Satz [,16.

#3Vgl. [Janich, 1992], S. 72 ff.
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Dieses Vokabular versetzt Janich in die Lage, Winkelgleichheit zweier Tor-
tenstiicke wie folgt zu definieren: Zwei Tortenstiicke heiflen winkelgleich, wenn
sie durch Querschnitt aus demselben Keil entstanden sind. Ferner heifie der zwi-
schen zwei Querschnitten durch einen Keil liegende Teil des Keils ,,Keilstiick“.
Nun kommt Janich zur zentralen Konstruktion seines Aufsatzes, dem sogenann-
ten ,, Doppelkeil“: Ein Doppelkeil entsteht per definitionem aus zwei Keilstiicken
aus demselben Keil dadurch, ,,dafl sich (a) ihre Keilflanken beriihren, und(b)
je eine ihrer Grundkanten wenigstens stiickweise beriihren, und (c) ihre Zentral-
kanten in entgegengesetzte Richtung zeigen (‘Wechsellage’ der Keilstiicke)“(S.74).
Und schlieBlich:,, Die freien Keilflanken des Doppelkeils heiien ‘parallel’.“**

Abbildung 3: Der Doppelkeil

Anmerkung: Die beiden Keilflanken werden also von der Zentralkante und
je einer der zwei Grundkanten aufgespannt.

Janichs Aufgabe besteht gemdf des protophysikalischen Programms nun
darin, die Findeutigkeit des Realisierungsverfahrens fiir parallele Ebenenpaa-
re nachzuweisen. Genauer gesagt, es ist zu zeigen, ,dafl alle Doppelkeile zu
Ebenenpaaren fiihren, die zueinander parallel sind. Im einfachsten Fall bedeu-
tet dies, dafl ein Doppelkeil, entsprechend zwischen zwei ebene Platten gelegt,
auch mit jedem anderen Doppelkeil zur Passung gebracht werden kann.“2®

Weiterhin beinhalte die Eindeutigkeitsthese, ,dafl die Parallelendefinition
fiir Ebenenpaare unabhingig vom Offnungswinkel der beteiligten Keile und
unabhédngig von der jeweiligen Wahl der zusammengelegten Flanken bei der
Bildung des Doppelkeils ist“(S.76). Janich behauptet: ,Die Eindeutigkeit der
Parallelitdt ergibt sich in zwei Schritten aus einer Keil- Kerbe- Invarianz und ei-
ner Offnungswinkelgleichheit“(S.77). Keil- Kerbe- Invarianz (abgekiirzt KKI)
bedeutet, ,ein Keil passe auch nach einer halben Drehung in die Kerbe, aus der
er entnommen ist.“2¢ Janich weiff sehr wohl, daf aus Ebenheit und Orthogona-
litdt allein als ,,den beiden Grundformen der absoluten Geometrie“ keineswegs
die KKI gefolgert werden kann: ,,Passung eines Keils in eine Kerbe unabhingig

24|:Janich7 1992], S.73- 74(Hervorhebung von mir).
2*Ebd., S.76.
*Ebd.
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von der jeweiligen relativen Orientierung ... wird hier deshalb postuliert.“?”
Der im Anschluffi daran formulierte Janichsche Eindeutigkeitssatz, nach

dem alle Doppelkeile auf derselben Unterlage u dieselbe parallele Ebene erge-
ben, unabhingig vom Offnungswinkel, wird unter Verwendung des Satzes von
der Rechts- Links- Invarianz der Doppelkeile gefiihrt.(Janich benutzt statt des
Terminus ,rechts- links- invariant“ das Wort ,,drehinvariant®.) Dieser Satz be-
sagt, dafl die beiden nachfolgenden Doppelkeilkonfigurationen ein und dieselbe
Parallelebene liefern.

b a
a b
u u

Abbildung 4: Die Rechts- Links- Invarianz

Die Rechts- Links- Invarianz fiihrt Janich ihrerseits zuriick auf den

Satz 1: ,,Doppelkeile kénnen im Sinne der [folgenden] Figur formgleich ‘um-
gebaut’ werden.“(S.78).

VARIOS

Abbildung 5: Doppelkeil- Umbau

Unter Verwendung der Rechts- Links- Invarianz glaubt Janich die Un-
abhingigkeit der Parallelebene vom Offnungswinkel der zu ihrer Konstruktion
benutzten beiden Keilstiicke des Doppelkeils beweisen zu kénnen (vgl. Abb.
6). Ich weise ausdriicklich darauf hin, daB Janich nur den Fall betrachtet, in
dem die Punkte P und P’' zusammenfallen. Offenbar beinhaltet ein vollstindi-
ger Eindeutigkeitssatz aber auch, dal der Punkt P’ auf der Ebene F beliebig
verschiebbar sein muf}. Zu diesem Problem wird noch ausfiihrlich Stellung ge-
nommen werden.

Janich geht nun davon aus, dafl mit eben jenem Eindeutigkeitssatz die pro-
tophysikalische Etablierung der Euklidizitat gegeben sei, und zwar mithilfe der
(siche Abbildung 7) ,aus Keilen zu legende Konstellation, in der ein Dreieck
(stellvertretend fiir ein dreiseitiges Prisma) mit einer zur Grundlinie parallelen
Hilfslinie erzeugt wird, aus der sich wegen Gleichheit der Wechselwinkel un-
mittelbar ersehen 138t, daf die Winkelsumme im Dreieck gleich zwei rechten

#TSiehe [Janich, 1992], S.77.
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Abbildung 6: Der Janichsche Eindeutigkeitssatz

ist.“?® Das Doppelkeilverfahren spezialisiere damit die absolute auf die eukli-
dische Geometrie.

Das nichste Kapitel dieser Arbeit soll untersuchen, ob Janichs Beweise zur
Auszeichnung der euklidischen Geometrie vollstindig sind. Ferner wird disku-
tiert, ob und wo seine Konstruktionen in der elliptischen und hyperbolischen
Geometrie scheitern; dies soll geschehen, um besser nachvollziehen zu kénnen,
an welchen Stellen der Janichschen Parallelenkonstruktion Voraussetzungen
eingehen, welche die euklidische Geometrie auszeichnen.

u

Abbildung 7: Die Erzwingbarkeit der Euklidizitit

Wir wollen nicht verschweigen, daf vor Janich schon E. Bopp den Eukli-
dischen Parallelismus mithilfe von Keiloperationen zu begriinden versucht hat
([Bopp, 1969]). Bopp fiihrt die Orthogonalitidt zwischen Geraden durch Opera-
tionen mit Rechtwinkelkeilen ein. Er definiert dann die Parallelitdt von zwei Ge-
raden dadurch, daB sie ein gemeinsames Lot haben sollen. Um den so erklirten
Parallelismus als mit dem Euklidischen Parallelismus identisch zu erweisen, be-
trachtet Bopp die bekannte Figur aus einem Viereck mit drei Rechten Winkeln
und einem vierten Winkel, von dem gezeigt werden muss, dafl er ebenfalls ein
Rechter ist. Zu diesem Zweck werden in dem Aufsatz von Bopp die Postulate
aufgestellt: 1.In Vierecken mit drei Rechten Winkeln sind gegeniiberliegende
Seiten gleich lang. 2. Es gilt der Erste Kongruenzsatz, d.h. ,ein starres Dreieck
ABC ist ... durch einen seiner Winkel und dessen beide Schenkel eindeutig
bestimmt“(S.41/42).

Diese Vorgehensweise wirft natiirlich das Problem auf: Darf sich eine protophy-
sikalische Geometriebegriindung derartiger Postulate ohne Hinterfragen bedie-

nen ?

¥hd., S. 76.
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4 Die Doppelkeilkonstruktion in der nichteuklidischen
Geometrie

4.1 Plan fiir die nachfolgenden Untersuchungen.

Nach Janichs Auffassung ist es die _KKI, also die relative Lageunabhédngig-
keit der Passung von Keil und Kerbe, in der ,die Kuklidizitit praktisch in
der Formung der Korperwelt“eingeht ([Janich, 1992], S. 83). Es wire demnach
wiinschenswert, sich einmal anzuschauen, ob Janichs Keil- Kerbe- Invarianz
in den beiden nichteuklidischen, d.h. in der elliptischen und der hyperboli-
schen Geometrie, tatsdchlich verletzt ist. Unabhdngig von dieser Frage bleibt
zu kldren, welche von Janichs Konstruktionen auch nichteuklidisch durchfiihr-
bar sind. So werden wir versuchen herauszufinden, ob denn wirklich die KKI
die gesamte Last der Etablierung der Euklidizitit trigt, oder ob nicht schon an
anderer Stelle Voraussetzungen investiert werden, welche die euklidische Geo-
metrie von vornherein auszeichnen, und das unabhéngig von der Geltung der
Keil- Kerbe- Invarianz.

Zu diesem Zweck werden wir nicht die denkbar allgemeinste nichteukli-
dische Geometrie benutzen, sondern die nach Felix Klein aus der projektiven
Geometrie herleitbaren Modelle der elliptischen und hyperbolischen Geometrie.
Wihrend das hyperbolische Modell alle Axiome der absoluten Geomtrie erfiillt,
ist dies fiir das elliptische Modell nicht mehr richtig. Wir haben uns dennoch da-
zu entschlossen, die Janichschen Konstruktionen auch elliptisch nachzupriifen,
da es uns darauf ankam, eine vollstindige Diskussion der in Janichs Aufsatz
behaupteten Sitze in beiden nichteuklidischen Geometrien zu geben.

4.2 Die Kleinschen Modelle der elliptischen und hyperboli-
schen Geometrie.

4.2.1 Elliptische Geometrie.

Es bezeichne (K, <, >)einen (n + 1)-dimensionalen euklidischen Vektorraum,
P = P(F) den zugehérigen n-dimensionalen projektiven Raum iiber K, 7:
FE'\ 0 — P die kanonische Projektion, und S = S(F) die Einheitssphire in F.
Wir kénnen P mit der Menge G von Geraden durch 0 in £ identifizieren
und daher auch mit der Menge S/, wo die Aquivalenzrelation ~ gegeben ist
durch z ~ —z (antipodische Identifikation).

Der zu E assoziierte n-dimensionale elliptische Raum El(E) ist nun defi-
niert als das Paar (P, d), wo P = P(FE) wie oben und d(D, D') = DD’; DD’ ist
der Winkel zwischen den (nicht-orientierten) Geraden D, D', also ein Wert aus
dem Intervall [0, 7/2].

Mit anderen Worten, wenn m,n € P(E), und m = n(z), n = n(y) (z,y €
S(F)), so haben wir cos(d(m,n)) = | < z,y > |. Dem Abstand 7 /2 entsprechen
zwei orthogonale Geraden in Gy ;.
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Um Dreiecke in Fll zu studieren, kénnen wir ohne Einschrénkung der Allge-
meingiiltigkeit n = 2 voraussetzen: drei nicht kollineare Punkte in Fll spannen
stets eine elliptische Ebene auf.

Die Gro6fle eines Winkels zwischen zwei elliptischen Geraden ist per Defini-
tion gleich dem Winkel, den die zugehorigen Grofikreise auf der zweidimensio-
nalen Sphire S? bilden.

Im Hinblick auf eine spitere Anwendung wollen wir noch die Abstandsde-
finition der sphirischen Geometrie nachtragen: Fiir zwei Punkte z,y auf der
Sphire setzt man d(z,y) = cos™!(< =,y >), d.h., d(z,y) € [0, 7].

4.2.2 Hyperbolische Geometrie

Gegeben sei ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum (', (,)); betrachte
dann auf dem Produkt £ = R x E' = {{ = (t,z)/z € E';t € R} die Lor-
entzform <,> mit Signatur (1,n); d.h. < (¢,2), (¢, 2') >= —tt' + (z,2'). Es
bezeichne ¢(§) =< &,& > die zugehorige quadratische Form sowie die Menge
@ = ¢~1(0) den sogenannten Lichtkegel. Ferner sei H die Menge all derjenigen
Geraden durch 0 in R x E'; so daB |z| < ¢ fiir alle (t,z) = & # 0 auf der in
Rede stehenden Geraden.

Der n-dimensionale hyperbolische Raum Hyp ist erklart als die Teilmenge
P(H) des projektiven Raumes P(R x £').

Fiir ,,zeitartige* Vektoren &, &' € H gilt die Ungleichung — < &,& >>

q(€)q(&"), * und die Funktion cosh_l(%);f eD¢eD (DD eH),
9(€)a

abgekiirzt d(D, D’), macht Hyp zu einem metrischen Raum.

Jeder Punkt aus Hyp, d.h. jede Gerade in H schneidet die eine Zusammen-
hangskomponente des zweischaligen Hyperboloids H# = {(t,2)/ — t* + (2, 2) =
—1} in genau einem Punkt. Wir erhalten auf diese Weise das Standardmodell
des hyperbolischen Raumes; in ihm vereinfacht sich die Abstandsformel fiir zwei
hyperbolische Punkte z,2’ zu d(z,2') = cosh™ (= < z,2’ >). Weiter kénnen
wir den Winkel zwischen zwei Geraden in einer hyperbolischen Ebene einwand-
frei definieren als den Winkel der zugehérigen Schnittkurven auf dem Hyper-
boloid. Hierbei ist zu beachten, dafl ganz allgemein einer projektiven Geraden
ein zweidimensionaler Unterraum im assoziierten Vektorraum entspricht. Wir
bemerken schliefilich: Die Lorentzform induziert auf dem Hyperboloidmodell
eine Riemannsche Struktur, denn die quadratische Form ¢ ist, eingeschrinkt
auf jeden Tangentialraum an Hyp, positiv definit. Insbesondere gilt dann die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, und der fragliche Winkel a ergibt sich zu

’
cosa = %, wenn u, v’ Tangentialvektoren an die Schnittkurven in ei-
q(u)q(u

nem fixierten Punkt, etwa z, sind. Weil Tangentialvektoren v # 0 an Hyp stets
wraumartig® sind, d.h. die Relation ¢(v) > 0 befriedigen, kénnen wir « und '
auf ¢(u) = ¢(¢') = 1 normieren und erhalten eine der elliptischen Geometrie

**Siehe 7.B. [Naber, 1988], Theorem 1.5.4.(Reversed Schwartz Inequality), S.31.
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analoge Winkelformel cos @ =< u, v’ >, mit dem Unterschied, daf} anstelle des
euklidischen Skalarprodukts die Lorentzform zu nehmen ist.

4.2.3 Nichteuklidische Trigonometrie

Der elliptische sowie der hyperbolische Fall lassen sich parallel behandeln. Wir
kénnen uns auf die Ebene beschrianken.

Bezeichne im elliptischen Fall <, > das Skalarprodukt eines dreidimensiona-
len euklidischen Raumes, im hyperbolischen Fall eine Lorentzform der Signatur
(1,2).

Wir treffen ein fiir allemal die Verabredung, dafl gelten soll:

—1 : in der hyperbolischen Geometrie,
€= . .. .
+1 : in der elliptischen Geometrie

Seien nun z und y linear unabhiingige Vektoren auf S% bzw. #; dann setzen
wir
y—e<z,y>zx
Valy —e<z.y>a)

J)y:

D.h., 2, ist der zweite Einheitsvektor bei Anwendung des Gram-Schmidtschen
Orthonormalisierungsverfahrens auf die Menge {z,y}. AuBlerdem gilt: z, ist
derjenige Einheitvektor, welcher tangential an den ,,Grofikreis“ mit Anfangs-
punkt z und Endpunkt y im Punkte z ist (im hyperbolischen Fall meinen wir
mit ,,Grofkreis* natiirlich einen ebenen Schnitt durch das Hyperboloid ). Be-
achte, dal x, auch hyperbolisch wohldefiniert ist, da Tangentialvektoren an #
raumartig sind, d.h. ¢(y+ < z,y > 2) > 0.

Definition: Sei A(z,y, z) ein elliptisches oder auch ein hyperbolisches Dreieck.
Die Punkte z,y und z heifien Ecken von A(z,y, z). Unter den Seiten von
A(z,y, z) verstehen wir die Grofkreisbogen, die durch die Punktepaare
(z,v), (y,2) und (z,2) bestimmt sind. Die Seitenlingen sind gegeben
durch a = d(y,2), b = d(z,2) und ¢ = d(z,y), wo d die elliptische resp.
hyperbolische Metrik ist. Schlieflich verstehen wir unter den Winkeln von
A(z,y, z) die reellen Zahlen

a = [(xy,2,) = arccos(< xy, 2, >),

®
Il

L(Yz, yz) = arccos(< Yz, Yz >)
Y o= L(zx, 2y) = arccos(< 2z, 2y >)

aus dem Intervall (0, 7).
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Es gilt der sogenannte Winkelkosinussatz, d.h.

cosy = sin asin # cosc — cos a cos 5

(elliptische Version)
bzw.

cosy = sin asin f cosh ¢ — cos wcos

(hyperbolische Version).

4.2.4 Polaritidt und nichteuklidische Orthogonalitéit

Zwei Punkte m, n € P(F) heiflen konjugiert, in Zeichen m L n,falls < 2,y >=
0 fiir alle  und y mit m = w(z), n = n(y). Offenbar hingt , L“ nur von den
eindimensionalen Teilrdumen ab, die von den Vektoren z resp. y aufgespannt
werden, d.h. L ist wohldefiniert.

Zu jeder Teilmenge S € P(F) ist der zu S orthogonale Teil erkldrt durch

St={nePE))m Ln Y¥YmeS}

Wir sagen auch, St sei der zu S polare Unterraum in P(FE). Es gelten die
Regeln
dimS + dimS*+ = dimP(E) -1,
(SnT)* << StuTt >,
<< SUT >+ = StnTt.

Anmerkung 1. <<, >> bedeutet das Bild der linearen Hiille unter der kanoni-
schen Projektion 7.
Anmerkung 2. Da die Relation L symmetrisch ist, gilt:

ment & neme .

Stellt S eine projektive Hyperebene dar, so ist S+ ein Punkt, der ,Pol“ der
Hyperebene. Sprechweise: Zwei projektive Hyperebenen sy, sy stehen senkrecht
aufeinander, wenn die eine den Pol der anderen enthilt.

4.2.5 Die nichteuklidischen Bewegungen

Wir erinnern zunichst an die Definition einer Projektivitit.

Eine Abbildung f : P(F) — P(F) heiit Projektivitit, wenn es einen linearen
Isomorphismus /' : K — F gibt, so daB das Bild f(7(U)) 3° eines eindimensio-
nalen Unterraumes U von E durch (F'(U)) gegeben ist; mit anderen Worten,
f ist die wohlbestimmte Abbildung von P(F) auf sich mit der Eigenschaft

for=moF.

397 bezeichne wie stets die kanonische Projektion des Vektorraums E in den assoziierten
projektiven Raum P(FE).
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Auf diese Weise wird jedem Element F’ aus G L(E) eindeutig eine Projektivitédt
P(F) zugeordnet. Die Zuordnung P ist ein Homomorphismus der Allgemeinen
Linearen Gruppe G'L(E) in die Permutationsgruppe Perm(P(E)) des projek-
tiven Raumes. Das Bild P(GL(F)) ist also eine Untergruppe von Perm(P(F))
und heifit ,projektive Gruppe von P(E)“; Notation: Pro(P(F)).

Wir kommen jetzt zum eigentlichen Gegenstand dieses Abschnitts. Die
Gruppe Bew(FEll) der elliptischen Bewegungen ist als die Untergruppe P(O(F))
der Gruppe Pro(P(F)) erklirt. Bew(Fll) besitzt die durch P(SO(F)) definier-
te Gruppe Bew™(FEll) als Untergruppe; diese heifit Gruppe der eigentlichen
elliptischen Bewegungen. Wie iiblich ist O(FE) die Abkiirzung fiir die Orthogo-
nale Gruppe des euklidischen Raumes F; SO(F) steht fiir die Untergruppe der
orthogonalen Transformationen mit Determinante +1.

Analog konstruieren wir die Gruppe Bew(Hyp) der hyperbolischen Bewegun-
gen als das Bild P(O(1,n)) der Lorentzgruppe O(1, n); unter einer eigentlichen
hyperbolischen Bewegung versteht man eine hyperbolische Bewegung aus der
Untergruppe Bew™(Hyp) = P(SO(1,n)). Erinnere, da O(1,n) die Gruppe
derjenigen linearen Transformationen bezeichnet, welche die Lorentzform inva-
riant lassen. Die ,Spezielle Lorentzgruppe“ SO(1,n) ist der Durchschnitt von
O(1,n) mit der Menge der linearen Automorphismen von R x E’, welche posi-
tive Determinante haben.

Man definiert schlieBlich die orthochrone Lorentzgruppe SOT(1,n) als Unter-
gruppe der Speziellen Lorentzgruppe SO(1,n); die Elemente aus SO (1, n)
sind dadurch charakterisiert, daf§ sie eine (und damit beide) der zwei Zusam-
menhangskomponenten des zweischaligen Hyperboloids # auf sich abbilden.?'

Die nichteuklidischen Bewegungsgruppen als topologische Rdume

Zwecks spiterer Anwendung wollen wir noch die elliptische bzw. die hyperbo-
lische Bewegungsgruppe kanonisch mit einer Topologie versehen.

Wir erkliren: Eine Teilmenge U C Bew heifie offen, wenn P~'(U) offen in
O(F) bzw. O(1,n) ist. Dadurch wird Folgendes erreicht:

Sei ¢ : I C R — Bew eine stetige Kurve in Bew(FEll) bzw. Bew(Hyp). Dann
beschreibt die Bahn (,Orbit“) eines Punktes P € FEll resp.Hyp unter ¢, d.h.
die Menge {c(t)(P)/t € I} einen stetigen Weg in Ell resp. Hyp (dabei seien
FEll und Hyp mit der durch die Projektion 7 induzierten Quotiententopologie
versehen).

Zum Beweis bemerken wir, daf sich aufgrund der so eingefiihrten Topologi-
en die Behauptung reduziert auf die Aussage: ,,Die Abbildung A, : GL(E) —
E; A — A(z) ist stetig fiir alle z € E.“

31 Um festzustellen, ob eine spezielle Lorentztransformation F diese Figenschaft hat, geniigt
es nachzuweisen, dafl F(z) in derselben Zusammenhangskomponente liegt wie z fiir einen
einzigen Vektor z € H, also etwa fiir den Vektor (1,0,...,0). Wihlt man (1,0,...,0) als ersten
Basisvektor einer Lorentz- Orthonormalbasis, und bezeichnet a;; die (1,1)- Komponente in
der Matrixdarstellung von F' beziiglich dieser Basis, so gilt:

SO*(1,n) = {F € SO(1,n)/ a1 > 0}.
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4.3 Die Legendreschen Sitze am Dreieck

Die Legendreschen Sédtze sind Aussagen iiber die Winkelsumme in Dreiecken
der absoluten Geometrie. Sie sind also nur fiir die euklidische und fiir die hy-
perbolische Geometrie giiltig.

Erster Legendrescher Satz In jedem Dreieck ist die Winkelsumme héchstens
gleich zwei Rechten.

Zweiter Legendrescher Satz Wenn in einem Dreieck die Winkelsumme gleich
zwei Rechten ist, dann ist sie in jedem Dreieck gleich zwei Rechten.

Wihrend der Zweite Legendresche Satz allein mithilfe der Axiome der ebe-
nen Inzidenz, Anordnung und Kongruenz bewiesen werden kann, beruht der
Erste Legendresche Satz wesentlich auf dem Archimedischen Axiom, er ist also
in nichtarchimedischen Geometrien i.A. nicht mehr richtig.>?

Die beiden Legendreschen Sitze lehren: Die Winkelsumme des Dreiecks ist
entweder in jedem Dreieck gleich zwei Rechten, oder sie ist bei keinem Dreieck
gleich zwei Rechten, also bei jedem Dreieck kleiner als zwei Rechte.3

4.4 Die Rechts- Links- Invarianz in der elliptischen und in der
hyperbolischen Geometrie

Wir wollen uns zunidchst klar machen, dafi die Janichsche Rechts- Links- Inva-
rianz in der nichteuklidischen Geometrie falsch ist.

Fiihren wir einen ebenen Schnitt durch die beteiligten Doppelkeile derart,
dal die Schnittebene senkrecht zur Unterlage w verlduft, so haben wir — bei
Anwendung der Rechts- Links- Invarianz und unter Herstellung des Sonderfal-
les, daB sich die obenliegenden Keile lings ihrer Kanten beriihren — die ebene

Konfiguration der Abbildung 8.

g1 z g2

v

(@ o
X y

Abbildung 8: Zur Rechts- Links- Invarianz

Wir bemerken zundchst, dafl unser Verfahren, mittels zur Unterlage U senk-
rechter Schnitte das Problem auf ein ebenes zu reduzieren, sicher im Sinne von
Janich ist. Schliellich wendet er ein entsprechendes Verfahren an, und zwar

#2Dies hat als erster M. Dehn erkannt; siehe [Dehn, 1900].
8 Wohlgemerkt, sofern es sich um Dreiecke der absoluten Geometrie handelt!

20



beim Beweis seines Satzes 2, welcher genau die Rechts- Links- Invarianz bein-
haltet:3* ,Man stelle auf eine ebene Unterlage U einen rechten Keil mit der
aufrechten Ebene A und bringe dazu einen Doppelkeil so in Beriihrung, daf§
— eine Keilflanke auf U aufliegt, und

— der Querschnitt des Doppelkeils auf dem rechten Keil aufliegt“(S. 78).

Dafl der Querschnitt des Doppelkeils auf der aufrechten Ebene A aufliegt,
bedeutet, dal man A auch als zu U senkrechte Schnittebene auffassen kann.

Gegeben seien also drei Punkte z,y,z mit ¢(z) = ¢q(y) = ¢(2) = € (zur
Erinnerung: € ist +1 in der elliptischen Geometrie, —1 in der hyperbolischen).
Vom Punkt z aus werden zwei Einheitstangentialvektoren g, bzw. g2 abgetra-
gen, die mit der Dreiecksseite b bzw. mit der Dreiecksseite a denselben Winkel
« bilden. Unsere Aufgabe ist es, nachzupriifen, in welchen Fillen die Vektoren
g1 und gy linear abhingig sind.

Wir werden im Abschnitt ,, Translationsinvarianz“ nachweisen, dafl die Win-
kelsumme in nichteuklidischen Dreiecken niemals gleich zwei Rechten ist. Die
Rechts- Links- Invarianz wiirde aber, wie man sich anhand der Abbildung 8
sofort klar macht, eben diese Aussage implizieren, dafi in dem betrachteten
Dreieck die Winkelsumme gleich 7 ist. D.h. es ist nicht méglich, dal die Rechts-
Links- Invarianz in der nichteuklidischen Geometrie besteht.

Dieses Ergebnis soll in den Kleinschen Modellen nochmals rechnerisch bestitigt
werden.

Die Voraussetzungen sind:

cosa = <y ty >=< Yy, Yr > (1)
<gz> = <g2,2>=0 (2)
<9 > = <g2,02>=1 (3)
<Gz > = < g2,z >=cCosa (4)
cosy = < Zg,2zy > (5)

(2) bedeutet gerade, daB ¢g; und g, Tangentialvektoren im Punkt z sind;
wir machen darum den Ansatz

g1 = M2y + fizy,
g2 = A2z + pa2y -

Dann folgt aus (3) und (5)
A+ pi 420 pcosy = 1, (6)
A3+ s+ 2\gpg cosy = 1, (7)

#Siehe [Janich, 1992], S.78- 79, insbesondere Figur 4 auf S. 79.
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und aus (4) folgt

AT 42X\ g cos y 4 p? cos? vy = cos® o,

A2 cos?y + 2Xqpg cosy + pui = cos? @

Gln. (6) und (8) implizieren

(1 —cos® y)ui = (1 — cos® ),
d.h.
sin?y p? =sin? o,
also
siny gy = tsina.
Die Gln. (7) und (9) implizieren
sin?y A3 = sin? o
also
siny Ay = ksina.
Wir bekommen damit
sina
pn =61 ——— 01 € {—1,+1};
sin 7y
sin «
Ay = &y~ 00 € {—=1,4+1}.
sin 7y

Insgesamt hat man also in der Basis {z;, 2, } folgende Koordinatendarstel-

lung der Vektoren g1, go:
-(a)
9 1
e () 2
1) cos @ — &g 8in wcot y
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A1 Ae

g1 und g, sind genau dann linear abhingig, wenn die Determinante o
1 2

gleich Null ist. Als Wert fiir die Determinante ergibt sich

1
= ——[sin®y(cos’ & — ;83 sin’ @)
sin®~y

A1 A
H1 2

— (61 + &2) sin accos asin y cos v)].

Wir kénnten nun vier Félle unterscheiden, gemé8 der vier Moglichkeiten der
Kombination von &1, §;. Unser Interesse gilt dem Fall, bei dem g und gy beide
nach auflen abgetragen werden, was der Kombination &§; = dy = —1 entspricht,
falls der Offnungswinkel a des Doppelkeils spitz ist. Wir wollen zunichst diesen
Fall diskutieren.

Die Determinante verschwindet in diesem Fall genau dann, wenn

0 = sin® y(cos® a — sin® ) + sin 2asin v cos v
ist, also (es ist y # 0,y # 7!)
0 = sin ycos 2 + sin 2accosy = sin(y + 2a),

was auf die beiden Lsungen

¥+ 20 = 0; Yy+2a=nm (12)

fithrt. Die erste Alternative scheidet von vornherein wegen der Positivitidt
der Winkel aus, wihrend die zweite implizieren wiirde:

cosy =1—2cos’a.

Nun haben wir den Winkelkosinussatz fiir nichteuklidische Dreiecke, siehe
Abschnitt 4.2.3 (Nichteuklidische Trigonometrie). In der elliptischen Geometrie
lautete er:

cosy = sin asin Jcos ¢ — cos acos 3.

Mithilfe dieser Formel kénnen wir dann schliefien:

1—2cos’a = sin‘acosc—cos?a,
sina = sin?acose,
1 = cosc,
c = 0.

Analog kommt man mit dem hyperbolischen Winkelkosinussatz auf das Er-
gebnis ¢ = 0. Offenbar verbietet sich die Annahme einer Grundseite der Linge
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0 von selbst. Mit anderen Worten, die Janichsche Rechts-Links-Invarianz ist im
Falle eines spitzen Offnungswinkels nichteuklidisch nicht gegeben.

Bleibt noch der Fall, daB es sich im einen Doppelkeil mit stumpfem Off-
nungswinkel handelt! Man hat offenbar die Vorzeichenverteilung: §; = d; = +1.
Die Determinante hat dann den Wert Null dann, und nur dann, wenn

2 2

sin y(cos® @ — sin” &) — sin 2acosy = 0

& siny cos 2a — sin 2acosy =0
& sin(y —2a) =0
=v—-2a=0, oder v—-2a=m.

Die erste Alternative wiirde, da « stumpf ist, ¥ > & implizieren, im Wider-
spruch zur Tatsache, dafi Winkelwerte definitionsgemifl aus dem offenen Inter-
vall (0,7) zu nehmen sind. Mit derselben Begriindung kann auch die Méglich-
keit v = m 4+ 2« ausgeschlossen werden. Also kann auch mit ,stumpfen“ Dop-
pelkeilen keine Rechts- Links- Invarianz erreicht werden.

Wir bemerken noch Folgendes:

Die Rechts- Links- Invarianz ist ein Spezialfall der vollen Rotationsinvarianz,
namlich eine Drehung um einen gestreckten Winkel. Janich hdtte im Rah-
men seines Kindeutigkeitsbeweises die allgemeinenere Rotationsinvarianz zeigen
miissen, nicht nur die Rechts- Links- Invarianz (welche bei ihm ungenauerweise
als ,,Drehinvarianz“ ausgegeben wird). Fiir uns hat die Drehung des Doppelkeils
um einen beliebigen Winkel keine Bedeutung mehr, weil wir erkannt haben, daf
in den Kleinschen Modellen schon die Drehung um einen gestreckten Winkel
eine andere Parallelebene liefert.

4.5 Die Translationsinvarianz

Janich thematisiert in seinem Aufsatz nicht die Frage, ob seine Doppelkeilkon-
struktion dieselbe Parallelebene liefert, wenn man auf einer schon konstruierten
Parallelebene einen beliebigen Punkt P wihlt und die obenliegende Keilkante
eines zweiten Doppelkeils von demselben Offnungswinkel durch P gehen li8t.
Definiert der zweite Doppelkeil dann die gleiche Parallelebene? Bei positivem
Ausgang wollen wir diesen Sachverhalt als ,, Translationsinvarianz* bezeichnen,
da es sich um die Moglichkeit handelt, den Punkt P auf der schon vorhandenen
Parallelebene frei zu verschieben.

Wir behandeln den elliptischen und den hyperbolischen Fall getrennt. Zu-
nichst zur Situation in der elliptischen Geometrie! Als Erstes reduzieren wir
das Problem wieder auf ein ebenes, indem wir einen zur Unterlage u senkrecht
verlaufenden ebenen Schnitt durch die beiden Doppelkeile fiihren. Man sieht
sofort, dafl die Winkelsumme in dem so entstandenen Viereck gleich 27 wire.
Zeichnen wir eine der beiden Diagonalen in das Viereck ein (sieche Abbildung
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9), so bekdmen wir zwei Dreiecke, deren Winkelsummen sich also zu 27 ad-
dieren wiirden. Nun werden wir sogleich den Satz beweisen, daf} in elliptischen
Dreiecken die Winkelsumme stets grofier als 7 ist, und wir wiren damit auf
einen Widerspruch gestofien. Ks folgt, daf in der elliptischen Geometrie keine
Translationsinvarianz besteht.

C D

Abbildung 9: Translationsinvarianz

Gegeben sei ein elliptisches Dreieck A(A, B,C') mit Winkeln (o, 3,7) und
Seiten @ = d(B,C),b = d(A,C),c = d(A, B). Im spirischen Modell gilt z.B.
fiir den Winkel « die Beziehung

cosa = < Ty, Ty >
<y,z>-—-<z,y><x,z>
sin(d(z, y)) sin(d(z, 2))

cosa — cosbhcosc

sin bsin ¢ k

wenn (z,y, z) das A(A, B,C) reprisentierende Vektortripel ist. (Bemerke, daf
die letzte Zeile dieser Gleichung gerade den elliptischen Seitenkosinussatz aus-

driickt!)

Da der Betrag des Kosinus stets kleiner oder gleich Eins ist, folgert man

daher

cosa — cosbcosc

< 1. (13)

sin bsin ¢

Die Zahlen b und ¢ sind als Seitenlingen positiv und iiberdies kleiner/gleich
7 (nach Definition des sphirischen Abstands),*® wir kénnen also |sinbsin ¢|
durch sin bsin ¢ ersetzen und erhalten so

857 war sind die Seiten elliptischer Dreiecke sogar kleiner/gleich 7/2, doch wir benétigen
eine Abschéatzung fiir die Summe der Seitenldngen sphérischer Dreiecke. Es kann ndmlich sein,
daf} das sogleich zu definierende Polardreieck zu einem elliptischen Dreieck, gleichwohl es auf
der Sphéire liegt,nicht der Bedingung geniigt, daf} alle Seiten in ihm kleiner/gleich 7/2 sind.
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|cosa — cosbcose| < sinbsine
& cosbeose—sinbsine < cosa < cosbceosce+sinbsine
& cos(b+c¢) < cosa < cos(b—c)
=>b+c < 2r—a.

Solange das Dreieck nichtentartet ist (d.h., die Punkte A, B und C sind nicht
kollinear), gilt in diesen Gleichungen durchweg die strenge Ungleichheit; somit
haben wir

a+b+c< 2. (14)

Wir fiihren den Begriff des sogenannten Polardreiecks ein. Das zu (A4, B, ()
polare Dreieck (A’, B, C") ist folgendermaflen erklirt:
Sei (2',y,2") das (A’, B,C") reprisentierende Vektortripel auf der Sphire,
dann soll gelten:

<zliy>=<a',z2>=0, (2',y,2) und (z,y, 2) sind gleichorientiert;
<y,z>=<y,z2>=0, (z,y',2) und (z,y, z) sind gleichorientiert;
<Z,x>=<zZ,y>=0, (z,y,2') und (z,y, z) sind gleichorientiert.

Die Seitenldngen des Polardreiecks stehen mit den Winkeln des Ausgangs-
dreiecks in einer wichtigen Beziehung, und zwar

atd =0+ =v+=m. (15)

Wegen der Symmetrie geniigt es offenbar, etwa a + ¢’ = 7 zu beweisen!
Es ist zunichst per Definition

cosa' =<y, 2 > .

y" und 2’ lassen sich mithilfe des Vektorprodukts leicht explizit hinschreiben,
und zwar

;. EXX

S EFT

;T Xy
Texyll’

Fiir die Seite o’ = d(y’, 2’) gilt dann

cosa’ = <y’,z’>
<zXz,xXY>
lzxallzxyll

26



Erinnere, daf} fiir das Vektorprodukt die sogenannte Lagrange- Identitdt gilt:
<AXbExd>=<a,e><bd>—<d,d><bé> .

Aus dieser Identitdt folgt noch die Beziehung
| zxz|=+1- <,z > =sin(d(z,2)) =sinb.

Mit diesen Informationen gehen wir an die Berechnung von cosa':

<zyy><r,2>—-<12,2>

cosa’ = - -
sin bsin e
<yz=<zz>T >
- sin bsin ¢
<Y, xy >
a sin ¢
<y—<z,y>z,z, >
sin ¢
= —<3yT, >
= —cosa.
Das heifit, es gilt
cosa' = — cosa = cos(T — a)
=d=1-«. a

Nun sind wir aber gleich am Ziel. Wir hatten gezeigt, dafl die Summe der
Seitenldngen eines nichtausgearteten sphidrischen Dreiecks stets kleiner als 27
ist. Sicher ist das Polardreieck eines nichtentarteten elliptischen Dreiecks jeden-
falls ein nichtentartetes sphirisches Dreieck; mit anderen Worten, es gilt

a +b +¢ < 2r
Ferner:

(ZI:ﬂ'—Ot

bV =r-p
d=m—v
=>3tr—(a+0+7) <27
>rt<a+f4+7. o

Nun zur Winkelsumme in hyperbolischen Dreiecken! Die elliptische Herlei-
tung fufite auf der aus dem Seitenkosinussatz gewonnenen Ungleichung

cosa — cosbhcosc
<1.

sinbsine
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Der hyperbolische Seitenkosinussatz a8t sich nicht analog auswerten, da sich
das Vorzeichen umkehrt:

cos = < Xy,T, >
<y, z>+<r,y><x,z>

sinh bsinh ¢
cosh a + cosh bcosh ¢

sinh bsinh ¢

Bemerke aber Folgendes: Die elliptische Ungleichung hitte auch aus der Bedin-
gung, dafl die Gramsche Determinante der drei Vektoren z,y, z groer als Null
ist, gefolgert werden kénnen. Es ist ndmlich

<z,x > <z,)y> <IT,Z>
Gram(z,y,z) = det(| <z,y> <yy> <y,z> |)
<zz> <yz> <z,2>
1 cosc cosb
= det(| cosc 1 cosa |)
cosb cosa 1
= sin?bsin’c — (cosa — cosbeosc)?.

Daraus folgt aber sofort die gewiinschte Ungleichung.

Dies zeigt nun den Weg, wie man im Falle des hyperbolischen Dreiecks vor-
zugehen hat: Man konstruiere ein ,hyperbolisches® Vektorprodukt ,A“ zwecks
Bildung polarer Dreiecke sowie ein Analogon zur Gram- Determinante!

Sei

1 0 0
=(o|,u={1].k=]0
0 0 1

Es geniigt, ,A“ auf der Basis {l, J, K} zu erkldren und vermittels Antisymmetrie
und Bilinearitit auf ganz R? fortzusetzen.

Wir definieren :
INJ=K, KAl=1J, JAK=-L

Man verifiziert, dafl die dem euklidischen Vektorprodukt analogen Iden-
titdten gelten:

<zAy,z> = det(z,y,z2); (16)
(xAyY) Az = <y,z>z—<T,2>UY; (17)
<zAy,uhNv> = <z, o><yu>—<z,u>y,v>. (18)

Aus GI.(18) folgt fiir zwei Vektoren z, y € H:

|z Ayl = sinh(d(z, y)).
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Gegeben sei jetzt ein hyperbolisches Dreieck A(A, B,C'). Das dazu polare
Dreieck A(A’, B',C") ist genauso definiert wie in der elliptischen Geometrie;
man hat nur ,x* durch ,A“ zu ersetzen. Beachte, daf§ die Punkte des Polar-
dreiecks auf dem einschaligen Hyperboloid {z € R3®/ < z,z >= +1} liegen,
d.h. es ist nicht Teil der eigentlichen hyperbolischen Ebene. Das Polardreieck
hat also die Eckpunkte

o BAC

sinha ’
CNA
B=""7
sinh b’
, AAB

sinhe

Bemerke nun, daf} fiir raumartige Vektoren z und y die Cauchy- Schwarz-
sche Ungleichung gilt und es demzufolge eine wohlbestimmte Zahl ¢ = ¢(z,y) €
(0, ) gibt mit < z,y >= ||z||||y]| cos ¢, wenn die zweidimensionalen Unterrdume
21 und y! einen Punkt aus H gemeinsam haben : Denn Letzteres impliziert,
daB << z,y >>1= 21t Ny’ einen zeitartigen Vektor z enthilt. Dann kann
aber << z,y >> nur aus raumartigen Vektoren bestehen, also ist <, >, einge-
schrankt auf << 2,y >>, positiv definit.

In dieser Weise seien die in dem Intervall (0,7) liegenden, wohlbestimmten
Zahlen ®(A’, B'), ®(B',C") und ®(A’,C") definiert.

Behauptung:
a+®(B,CY=p+0(A,C"Y=y+ (A, B)=r1. (19)

Beweis: Aus Symmetriegriinden geniigt es wieder, etwa a4+ ®(B',C') ==«
zu zeigen. Nun ist nach Definition von ®(B’,C")

cos®(B',C") =< B, C" > .
Weiter folgt aus der hyperbolischen Lagrange- Identitdt (GI.(18))

< B',C">sinhbsinhe = <CAAAANB >
<O, B><AA>-<C/A><AB>
= —<C,B+<AB>A>.
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Also schliefit man weiter:

cosae = < Ag,Ac >
< Ag,C >

sinh b
< B+ <A B>AC>
sinh bsinh ¢
= —<B,C>
= —cos®(B,C")

= cosa = —cos®(B,C") = cos(m — ®(B,C"))
>a = ©—-®B,C). 0
Als niichstes Projekt steht die Konstruktion einer ,,hyperbolischen“ Gram-
Determinante an. Zu diesem Zweck definieren wir: Sei A = (ay, ag, a3) die Ma-

trix, deren Spalten aus den drei Vektoren ay, ay und ag gebildet sind; dann
bezeichne

G(ay, as,a3) = det(AT 0 Qo A),

mit
-1 0 0
Q= 0 1 0
0 0 1
Insbesondere:
g(ah a2, 613) = _[det(A)]2 S 0’ (20)

und das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn die Vektoren aq,ay und as
linear abhédngig sind. Man zeigt nun, dafl diese ,,hyperbolische® Gramsche mit
der Determinante

<ap,ap > <ap,az > <ap,az >
det(| <apa3> <agay> <aga3> |)
<ap,asz > < az,az3 > < as,az >

iibereinstimmt. Speziell berechnet sich diese Determinante, wenn man die Ecken
(A’, B',C") des Polardreiecks einsetzt, zu

G(A,B',C") = sin®(@(A',C"))sin’(@(A', B))
—[cos(®(B',C")) — cos(®(A’,C")) cos(®(A’, B))]* (21)
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Daraus folgt mit (20):
|| cos ®@(B',C") — cos @(A’,C") cos ®(A, B')|| > sin ®(A",C’) sin ®(A’, B')
=

cos®(B',C") > cos(®(A,C) - @(A', B)),
oder

cos®(B',C") < cos(®(A,C") +@(A", B)).

Jene beiden Ungleichungen fiithren auf die vier méglichen Fille

(B, C") > ®(A,C") + (A, B, (22)
oder

21 — ®(B',C") < ®(A,C") + ®(A', B, (23)
oder

(A, C"Y — (A", B) > ®(B,C"), (24)
oder

21 — (®(A,C") — @(A', B))) < (B, (). (25)

Wir werden nun zeigen, dafi die Gln. (22) und (24) nicht bestehen kénnen
und daB die GIn. (23) und (25) den behaupteten Winkelsummensatz implizie-
ren:
Gilt Gl.(22), so folgt wegen GI.(19), daBl = — a > 27 — (B + 7), also
B+~ > 74 a. Nun sind aber alle drei Winkel kleiner als 7; ohne Beschrankung
der Allgemeingiiltigkeit sei o der grofite von ihnen. Man erhilt damit 7 + o <
B+~ < 7+ «, ein Widerspruch. Analog schlieft man das Bestehen von Gl.(24)
aus. Gelte jetzt G1.(23), die sich noch zu 27 < ®(A",C")+®(A', B")+ ®(B', ")
umstellen 148t. Wegen (19) gilt, das der Summand auf der rechten Seite der
Ungleichung den Wert 37 — (av+ 3 ++) hat. Daraus folgt sofort, daff die Bezie-
hung o+ 3+ v < 7 gelten, also die Winkelsumme im hyperbolischen Dreieck
kleiner als 7 sein muf}. Auf entsprechende Weise ergibt sich der hyperbolische
Winkelsummensatz aus GI(25).

Wir sind nun in der Lage, die Translationsinvarianz auch fiir die hyperboli-
sche Geometrie als ungiiltig nachzuweisen: Zerlege wiederum das Viereck durch
Diagonalenziehen in zwei Dreiecke. Deren Winkelsummen sind zusammen klei-
ner als 27w, also kann die Winkelsumme im betrachteten Viereck nicht gleich
27 sein. Die Translationsinvarianz besteht also nicht.

4.6 Die Unabhingigkeit vom Offnungswinkel

Wir haben zu untersuchen, ob die Doppelkeilkonstruktion dieselbe Parallelebe-
ne liefert, wenn wir den Offnungswinkel o variieren. Siehe Abbildung 10.
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Abbildung 10: Offnungswinkelunabhingigkeit

Sei ohne Beschriankung der Allgemeingiiltigkeit 5 > «. Unsere Grundglei-

chungen lauten diesmal (siehe

cos 7y
< Gay 2 >
< GoyGa >

COS &

cos 3

auch Abb. 10):

< 2y 2y > (26)
< gp,z2>=0 (27)
<gsgp >=1 (28)
< Ty, Tx >=< 2z, fa > (29)
— <Yz, Yz >=< 2y, 03 > (30)

Da z; und z, den Tangentialraum im Punkt z aufspannen, machen wir den

Ansatz:
Ja )\lzx + 1 Zy 3
g = Mzr+piazy.
Dann folgt aus (29) bzw. (30):
A+ picosy = cosa, (31)
Agcosy+ gy = cosf3. (32)
Aus der Normierungsbedingung fiir g, und gg folgt
A+ pi 420 pcosy = 1, (33)
A2k + 22 ugcosy = 1. (34)

Die quadrierte Gl. (31) ziehe man von (33), die quadrierte Gl. (32) ziehe

man von (34) ab und erhilt somit

2 2
sin” 7y p13

2

= sin“a,
sinfy A3 = sin?g.
Wurzelziehen ergibt
sinypu; = =Lsinea,
sinyAy = L£sinf.
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Mit anderen Worten,

sin o
o=
siny
. sin 8 .
AQ = 62 - s mit 51,52 € {—1,1}
siny
Daher gilt auch
A1 = cosa— & sinacoty,
o = cosf — dgsinGcoty.

In der Basis {2, z,} haben g, und gz damit die Koordinaten darstellung

— &y si t
ga:()\1>:(COSOé 5&@(:07)’ (35)

1

sin -y
3 im0
= = v . 36
6 (H2) (Cosﬂ—égsinﬂcot’y (36)
Es sind ¢, gg linear abhingig genau dann, wenn die Determinante 21 22
1 2

verschwindet. Nun ist

AlA 1
‘ L - —[(cos acos B — &1 6, sin avsin 3) sin” y
sin”

M1 M2

— (61 sin awcos 3 + &3 cos asin ) siny cos ).

Fiir uns ist der Fall wichtig, dafl g, und gg nach derselben Seite abgetragen
werden; dies entspricht der Vorzeichenverteilung &; = —1,0, = +1 (vgl. Abb.
10), wenn es sich um zwei ,spitze“ Doppelkeile handelt. Dann bekommt man

1
sin® v

= (cos(f — a) sin? y —sin (8 — a) siny cos 7).

A1 Ay
H1 M2

Das Verschwinden der Determinante ist daher gleichbedeutend mit

cos(ff —a)siny = sin(f — a)cosy
& tany = tan(f —a).

Es gilt also g, = gg dann, und nur dann, wenn
y=03—-a, oder y=(8-a)+nr. (37)

Wir zeigen, dafl keine dieser beiden Gleichungen gelten kann. Zunéchst zur
ersten! Sie impliziert, dafl die Winkelsumme im Dreieck A(z,y, z) den Wert

at(r-f)+y=aty+(r-p)=pF+r-p=7
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hat, was aber nicht moglich ist, da wir in der nichteuklidischen Geometrie sind.
Nun zur zweiten Gleichung. Aus ihr wiirde folgen, da die Winkelsumme des
Dreiecks A(z,y,z) den Wert 27 hitte, was jedenfalls hyperbolisch nicht sein
kann. Um den Widerspruch auch elliptisch zu Ende zu fiihren, ziehen wir den
Winkelkosinussatz cos & = sin 3sin v cosa — cos § cosy heran:

roa = y-f
= —cosa = cos(y—pf)

= cosycosf +sinysin

= —[sin #sinycosa — cos 3 cos 7]

= sinfsiny = —sinfsinvycosa
= -1 = cosa
= a4 = T.
Elliptische Absténde sind aber per Definition nicht grésser als 7/2. a

Man macht sich anhand der Abbildungen 11 und 12 klar, da} die Vor-
zeichenverteilung & = —1, 83 = +1 auch in denjenigen Fillen statt hat, wo
entweder beide Doppelkeile stumpf oder ein Doppelkeil spitz und der andere
stumpf ist.

Insgesamt haben wir damit das Resultat gewonnen: In der nichteuklidischen
Geometrie gibt es keine Offnungswinkelunabhingigkeit.

9p

Abbildung 11: Offnungswinkelunabhingigkeit: ein spitzer und ein stumpfer
Keilwinkel

34



9
G

Abbildung 12: Offnungswinkelunabhzingigkeit: zwei stumpfe Keilwinkel

4.7 Die Keil- Kerbe- Invarianz

Die zentrale Aussage des Janichschen Aufsatzes ist die Zuriickfiilhrbarkeit der
euklidischen Struktur des Raumes auf das Bestehen der Keil- Kerbe- Invarianz.
Dementsprechend ist es von entscheidender Bedeutung, zu wissen, ob die KKI
in unseren Modellen fiir die nichteuklidischen Geometrien giiltig ist oder nicht.
Sollte sich ihre Giiltigkeit herausstellen, so wire damit nachgewiesen, daf§ Ja-
nich Unrecht hat mit seiner Behauptung, daf ,,die relative L.ageunabhdngigkeit
der Passung von Keil und Kerbe“ es sei, wodurch ,, die Euklidizitit praktisch
in der Formung der Korperwelt eingeht“([Janich, 1992], S. 83). Auflerdem wire
damit gezeigt, dafl Janichs Beweise zur Rechts- Links- Invarianz (bei Janich ist
dies der ,,Satz 2: Doppelkeile sind drehinvariant“auf S.78) und zur Offnungswin-
kelunabhdngigkeit fehlerhaft sein miissen: Im Beweis der beiden Sétze bemiiht
er ndmlich die Keil- Kerbe- Invarianz. Aber die in Rede stehenden S&tze sind
im Kleinschen Modell der hyperbolischen Geometrie falsch, obwohl in dem Mo-
dell alle Axiome der absoluten Geometrie sowie auch die KKI gelten (wie wir
zeigen werden).

Zum Beweis der KKI geben wir uns zwei sich lings einer Geraden g schnei-
dende Ebenen h; und hs im nichteuklidischen Raum vor. Wir konstruieren
zunichst eine eigentliche elliptische bzw. hyperbolische Bewegung, welche die
beiden Ebenen untereinander vertauscht. Bezeichne zu dem Zweck w die win-
kelhalbierende Ebene, die also auch die Gerade g enthélt. Sind Hy, Ho, W resp.
Normalenvektoren der Ebenen Ay, ho, w, wobei H; und Hy noch der Normie-
rungsbedingung < Hy, H; >=< Hy, Hy >= 1 unterworfen seien, so ist der
Vektor W also charakterisiert durch das Bestehen der Gleichungen

W= MHi+pH, (38)
<H1,W> _ :t<VV,H2>

VW, W > T VJ<WW >
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Die verschiedenen Vorzeichen ergeben sich daraus, daf§ die normierten Nor-
malenvektoren H; und Hy nur bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt sind.
Man schliefit weiter

Adtp<Hi,Hy> = Z(p+A< Hi,Hy >)
SAFp = (—pEA) < Hy Hy >
s Otp)(1£< HL Hy>) = 0
SAtp = 0
S A = +yp,

denn 1— < Hy, H; ># 0, da andernfalls ~; und hy zusammenfallen wiirden.
Die beiden Winkelhalbierenden haben also die bis auf Normierung eindeutigen
Normalenvektoren Hy + H,.

Wir wihlen fiir alles Nachfolgende die Winkelhalbierende mit ,,dem* Nor-
malenvektor W = Hy + H,. Sei dann e eine zur Schnittgeraden senkrechte
Ebene, d.h. der Pol F von e liege auf g. Insbesondere steht e auf der Winkel-
halbierenden senkrecht, da w den Pol von e enthilt. Auflerdem ist e sowohl zu
hy als auch zu hy orthogonal, wegen << Hy, Hy >>C e. Zu den Ebenen w und
e im nichteuklidischen Raum gehéren zwei Hyperebenen im Vektorraum R?,
die wir mit denselben Buchstaben bezeichnen. Die Hyperebenenspiegelungen
an w bzw. e sind erklirt durch

<z, W>

Ty LT — QWW/, (40)
<z, B>
Oc ¢ T — QWE. (41)

Sei schlielich F' = 0, 0 0., sowie f = P(F) die dem linearen Isomorphismus
I assoziierte Projektivitdt. Bemerke, dafl f eine eigentliche elliptische bzw.
hyperbolische Bewegung ist, weil Spiegelungen die Form <, > invariant lassen
und die Hintereinanderschaltung von zwei Hyperebenenspiegelungen orientie-
rungserhaltend ist.

Behauptung: f(h;) = hy ,und f(hg) = hy.

Beweis: Es werde ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit |[E|| = 1
vorausgesetzt. Beachte als Erstes, daf§ o, (F) = F ist. Sodann berechnen wir
F'(z), z zunichst noch beliebig:
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FE) = ou(od®)
ou(z—2<z,F>F)
= oy(2)-2<z,E>FE
<z,W>
W12

= z—-2 W-2<z,E>F.

Um etwa den ersten Teil der Behauptung zu beweisen, geniigt es, I'(p) € ho
zu zeigen fiir alle Vektoren (,,Punkte®) aus der Hyperebene hy. Nun bedeutet
p € hy dasselbe wie < p, Hy >= 0, und es ist also < F(p), H >= 0 zu zeigen.

<p, Hy>
Fip)=p-2>L 22w _ocp B>k
W]
=
<p Hy>
< F(p),Hy> = <p,H2>—2|ﬂ’/V7H22<W,H2>
< W, Hy >
Wegen

W12 | Hy + Hl|?
= < H{+Hy,H + Hy >

2(1+ < HlaHQ >)

gilt 1||W||? = 1+ < Hy, Hy >.

Weiter ist < W, Hy >=< Hy + Hy, Hy >= 14+ < Hy, Hy >. Es folgt al-
so < I'(p),Hy >= 0, d.h. F(p) € hy. Aus Dimensionsgriinden muf§ daher
F(hy) = hg sein, und wegen der Symmetrie der Gleichungen kann man sofort
weiterschlieBen, dafl auch F(hy) = hy gilt. ]

Wir kénnen mithin eine eigentliche elliptische bzw. hyperbolische Bewegung
f angeben, welche die Eigenschaft hat, die beiden Ebenen Ay und hy zu vertau-
schen. Um die Keil- Kerbe- Invarianz als giiltig zu erweisen, brauchen wir noch
einen stetigen Ubergang von der identischen Abbildung zur besagten nichteu-
klidischen Bewegung f. Dies geschieht dadurch, daf die Existenz eines stetigen
Weges ¢ : [0, 1] — Bew™ (Ell3) bzw. Bew (Hyps) mit ¢(o) = id, ¢(1) = f nach-
gewiesen wird. Die Behauptung folgt im elliptischen Fall unmittelbar aus der
Tatsache, dafi SO(4) wegzusammenhingend ist. Im hyperbolischen Fall 148t
sich diese SchluBweise nicht unmittelbar iibertragen, denn SO(1,3) ist noch
nicht einmal zusammenhingend.?¢ Beachte aber, das sich die hyperbolische Be-
wegungsgruppe als Bild der orthochronen Lorentzgruppe SOT(1,3) unter dem

% Fs gilt genauer: SO(1,3) zerfillt in vier Zusammenhangskomponenten.
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kanonischen Gruppenhomomorphismus P darstellen 1a8t: Der lineare Isomor-
phismus —/7d ist ndmlich aus SO(1,3) und wird unter P auf die Identitit in
Hyps abgebildet. Falls ein ' € SO(1,3) noch nicht orthochron sein sollte, so
multipliziere man F mit —/d.

Nun gilt aber der Satz, dafl die orthochrone Lorentzgruppe zusammenhin-
gend ist.?” Weil aber die Gruppen O(1,3), SO(1,3), SO% (1, 3) alle topologische
Mannigfaltigkeiten sind, stimmen die Begriffe ,,zusammenhidngend“ und , weg-
zusammenhdngend“ iiberein.

Offenbar ist SO*(1,3) die Zusammenhangskomponente der Identitidt. Wegen
der Stetigkeit der Abbildung P folgt nun die Behauptung.

¥ Siehe 7.B. [Sexl, 1982], S. 125 f.
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5 Kritik der Janichschen Arbeit

Wir haben gesehen, daf sich entgegen der Auffassung Janichs die Euklidizitat
nicht durch das Bestehen der Keil- Kerbe- Invarianz auszeichnen 148t. Ferner
miissen die Beweise sowohl zur Rechts- Links- Invarianz als auch zur Offnungs-
winkelunabhdngigkeit fehlerhaft sein, da diese Sdtze in den Kleinschen Modellen
verletzt sind, wihrend doch die KKI, mit deren Hilfe Janich die Sidtze meint
bewiesen zu haben, in den Kleinschen Modellen gilt!

Ferner 148t sich sagen: Im Rahmen derjenigen mathematischen Theorie, welche
genau die euklidische und die beiden nichteuklidischen Geometrien umfaft,® ist
das Parallelenaxiom dquivalent zu jeder der drei Eindeutigkeitsaussagen: ,,Dre-
hinvarianz®, ,, Translationsinvarianz* und ,,Offnungswinkelunabhingigkeit*.

Wir nehmen an, daf§ Janich, wenn er von absoluter Geometrie redet, genauer
gesagt die ,absolute Protogeometrie“ meint, wie sie in Lorenzens Buch , Ele-
mentargeometrie. Das Fundament der analytischen Geometrie“([Lorenzen, 1984])
gegeben ist. SchlieBlich beruft er sich auf eben dieses Buch, indem er auf Seite

68 f. von [Janich, 1992] schreibt:

»Inzwischen ist das Programm einer protophysikalischen Geome-
triebegriindung nicht nur weiterentwickelt worden, sondern es lie-
gen in den Biichern von Riidiger Inhetveen % und Paul Lorenzen
[sc. das o.g. Buch ,Elementargeometrie“] zwei Ausarbeitungen des
Programms vor.“ Und: ,,Wie in der Literatur bisher behandelt, kann

... die absolute Geometrie operativ begriindet werden.“4°

Im Unterschied zur absoluten Geometrie im Sinne von Hilbert sind Stetig-
keit und Kongruenz keine Grundbegriffe der absoluten Protogeometrie:

»,Die Sitze, die wir in der Protogeometrie nach der Definition von
Ebenen und Geraden in §3 begriindet haben, werden in der {iblichen,
an Aristoteles orientierten axiomatischen Behandlung der Geome-
trie, Sdtze der absoluten Orthogonalgeometrie genannt ... ‘Abso-
lut’ heifit hier: unabhingig von der kFrage, ob die Euklidischen Par-
allelensétze zu begriinden sind ( insbesondere das ‘Parallelenaxiom’
aus Euklid 7). Die in Kap. I — ab §3 — begriindeten S#tze hei-
Ben Sdtze der Orthogonalgeometrie, weil als ‘Grundbegriffe’, mit

B Wir diirfen von ,der® euklidischen Geometrie und von , den“nichteuklidischen Geometrien
reden, denn sowohl das Hilbertsche Modell R® fiir die euklidische als auch die Kleinschen
Modelle der elliptischen bzw. hyperbolischen Geometrie sind vollstdndig oder kategorisch: Das
heif3t, jedes andere Modell, welches entweder die Hilbertschen Axiome oder eins der beiden
metrisch- projektiven Axiomensysteme Felix Kleins erfiillt, ist zu dem Standardmodell der
euklidischen bzw. elliptischen bzw. hyperbolischen Geometrie isomorph.

*R. Inhetveen, Konstruktive Geometrie ([Inhetveen, 1983]).

0[Janich, 1992], S. 73.
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denen dort iiber die Grundelemente (Ebenen, Geraden und Punk-
te) gesprochen wird, nur Inzidenz, Anordnung und Orthogonalitit
gebraucht werden“([Lorenzen, 1984], S.71).

Dabei ergibt sich aber folgendes Problem: Um die Euklidizitdt zu etablie-

ren, macht Janich (S. 76) den Schluff von der Aussage ,,Die Winkelsumme im
Dreieck ist gleich zwei Rechten® zu ,,Es gilt das Euklidische Parallelenaxiom®.
Dieser Schluf ist aber nur dann gerechtfertigt, wenn erstens das Archimedische
Axiom, und zweitens iiber die Orthogonalitdtsrelation hinaus auch alle Kon-
gruenzaxiome Hilberts giiltig sind.*!
Ein Gegenbeispiel stellt die semieuklidische Geometrie von M. Dehn dar.*? In
dieser nichtarchimedischen Geometrie gelten simtliche Inzidenz-, Anordnungs-
und Kongruenzaxiome Hilberts, mithin auch alle Sdtze der absoluten Protogeo-
metrie; ferner ist die Winkelsumme im Dreieck in der semieuklidischen Geome-
trie gleich zwei Rechten Winkeln, ohne dafl das Euklidische Parallelenaxiom
gelten wiirde.

Janich hat aber in seiner Arbeit weder Kongruenz noch Archimedizitit
zur Verfiigung. Vielmehr unternimmt er in spiteren Aufsdtzen den Versuch,
das Archimedische Axiom sowie die Streckenkongruenz gerade erst mithilfe des
Buklidischen Parallelenaxiom zu rekonstruieren.?® Als Kritik ist hier zus#tzlich
zu vermerken, daff aufgrund der Unabhingigkeit der Stetigkeitsaxiome (Grup-
pe V) von allen anderen Hilbertschen Axiomen der euklidischen Geometrie es
nicht sein kann, dafi man die Archimedizitit aus den iibrigen Axiomen be-
weist. Da aber die protogeometrischen Grundrelationen Inzidenz, Anordnung,
Orthogonalitdt sowie das Parallelenaxiom durch das System der euklidischen
Geometrie bei Hilbert miterfaft werden, kann man den Schlufl ziehen: In der
Janichschen Protogeometrie [&8t sich das Archimedische Axiom nicht beweisen.

1 Bekanntlich folgt aus Hilbert 1 — 3, IT, I1T alles, was auch die absolute Protogeome-
trie an Sitzen enthilt, insbesondere die Orthogonalitdtsrelation und ihre charakteristischen
FEigenschaften.

*?Sjehe [Dehn, 1900].

*2Gjehe [Janich, 1997], S. 121 f., wo mithilfe der fortgesetzten ,Diagonalteilung eines Par-
allelogramms eine konstruktive Form des Archimedischen Axioms herzuleiten versucht wird.
Vgl. P. Janich, Grenzen der Naturwissenschaft. Frkennen als Handeln. Miinchen 1992, S. 37-
38; insbesondere Abb. 4 auf S. 38.
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6 Das Formprinzip und die semieuklidische Geome-
trie

Aber auch der Weg Lorenzens/ Inhetveens, via Formprinzips zur euklidischen
Geometrie zu gelangen, birgt Probleme. Das Formprinzip 148t sich in die Aus-
sage iibersetzen, dafl es zu jeder Figur dhnliche nicht kongruente Figuren gibt.
Im Rahmen des Axiomensystems Hilbert 7(1 — 3), I1, I11] ist jedoch die Be-
hauptung ,,Es existieren dhnliche nichtkongruente Dreiecke“ eine echte Ab-
schwichung des Euklidischen Parallelenaxioms. Man kann zeigen, daf} in einer
ebenen Geometrie mit den Axiomen [ bis I1[ folgende Aussagen dquivalent
sind: ,,Die Winkelsumme im Dreieck ist gleich zwei Rechten Winkeln*; ,,Es gibt
dhnliche nichtkongruente Dreiecke®; ,,Es gibt ein Rechtseit, d.h. ein Viereck mit
vier Rechten Winkeln®. 44

Erst die Hinzunahme des Archimedischen Axioms stellt sicher, daf diese drei
untereinander dquivalenten Aussagen dem Parallelenaxiom von Euklid gleich-
wertig werden ([Bachmann, 1964]).

Da aber die Orthogonalgeometrie jedenfalls durch das Hilbertsche System mit-
erfait wird, so folgt: Das Formprinzip allein erlaubt noch keine Auszeichnung
der euklidischen Geometrie.

Man erkennt dies wiederum an der Existenz der semieuklidischen Ebene
Dehns. Wir wollen daher die Dehnschen Resultate mit unseren Mitteln rekon-
struieren; dazu haben wir zunichst zu zeigen, dafl die semieuklidische Geome-
trie Modell einer Hilbert- Ebene ist.

6.1 Hilbert- Ebenen

Wir erinnern zunichst an das Hilbertsche Axiomensystem fiir die ebene ab-
solute Geometrie, d.h. fiir die geometrische Theorie, welche durch die Axiome
11 -3, 11,11]in den ,,Grundlagen der Geometrie“ gegeben wird.

I (AXIOME DER INZIDENZ)

I 1. Zu zwei Punkten A und B gibt es stets eine Gerade g, die mit jedem
der beiden Punkte zusammengehort.

[ 2. Zu zwei Punkten A, B gibt es nicht mehr als eine Gerade, die mit jedem
der beiden Punkte A, B zusammengehort.

[ 3. Auf einer Geraden gibt es stets wenigstens zwei Punkte. Es gibt wenig-
stens drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

*4Siehe [Bachmann, 1964], S. 173 f.
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II (AXIOME DER ANORDNUNG)

IT 1. Wenn B zwischen A und C liegt, so sind A, B, C drei verschiedene
Punkte einer Geraden, und B liegt dann auch zwischen C und A.

IT 2. Zu zwei Punkten A und C gibt es stets wenigstens einen Punkt B auf
der Geraden AC, so dafl C zwischen A und B liegt.

IT 3. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es nicht mehr als einen,
der zwischen den beiden anderen liegt.

Il 4 (Axiom von Pasch) Es seien A, B, C drei nicht kollineare Punkte und
g eine Gerade, die keinen der Punkte A, B, C trifft: wenn dann die Gerade g

durch einen Punkt der Strecke AB geht, so geht sie gewiff auch durch einen
Punkt der Strecke AC oder durch einen Punkt der Strecke BC.

Abbildung 13: Das Axiom von Pasch

11T (AX1OME DER KONGRUENZ)

IIT 1. Wenn A, B zwei Punkte einer Geraden g und ferner A’ ein Punkt auf
derselben oder einer anderen Geraden g’ ist, so kann man auf einer gegebenen
Seite der Geraden g’ von A’ stets einen Punkt B’ finden, so dafl die Strecke AB
der Strecke A’B’ kongruent ist, in Zeichen: AB = A’'B’.

111 2. Wenn eine Strecke A’B’ und eine Strecke A”B” derselben Strecke AB
kongruent sind, so ist auch die Strecke A’B’ der Strecke A”B” kongruent.

11 3. Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsame Punkte auf der
Geraden g und ferner A’B’ und B’C’ zwei Strecken auf derselben oder einer
anderen Geraden g’ ebenfalls ohne gemeinsame Punkte;

wenn dann AB = A’B’ und BC = B’C’ ist, so ist auch AC = A’C’.

11 4. Es sei ein Winkel Z(h,k) und eine Gerade g sowie eine bestimmte Seite
von g gegeben. Es bedeute h’ einen Halbstrahl der Geraden g, der vom Punkt
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O ausgeht: dann gibt es genau einen Halbstrahl k’, so dafl der Winkel /(h,k)
kongruent oder gleich dem Winkel Z(h’/k’) ist und zugleich alle inneren Punkte
des Winkels Z(h’,k’) auf der gegebenen Seite von g liegen.

Jeder Winkel ist sich selbst kongruent, d.h. es ist stets Z(h,k) = Z(h,k).

111 5. Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A’B’C’ die Kongruenzen AB =
A'B’, AC = A’C’, /BAC = /B’A’C’ gelten, so ist auch stets die Kongruenz
/ABC = /A’B’C erfiillt.

Wir wollen, um einen pragnanten Ausdruck parat zu haben, die mit diesen
Axiomen erfafiten ebenen Geometrien auch ,Hilbert- Ebenen“ nennen.

6.1.1 Verschiedene Anmerkungen.

Erklarung: Seien A und B zwei Punkte einer Geraden g; wir nennen das System
der beiden Punkte A und B eine Strecke und bezeichnen sie mit AB oder mit
BA. Die Punkte zwischen A und B heiflen Punkte der Strecke AB oder auch
innerhalb der Strecke AB gelegen; die Punkte A, B heiflen Endpunkte der
Strecke AB. Alle iibrigen Punkte der Geraden g heifien auflerhalb der Strecke
AB gelegen.

Definition der Seite auf einer Geraden von einem Punkt :
Es seien A, A’, O, B vier Punkte einer Geraden g, so daf} O zwischen A und
B, aber nicht zwischen A und A’ liegt; dann sagen wir:
die Punkte A, A’ liegen in g auf ein und derselben Seite vom Punkt O, und die
Punkte A, B liegen in g auf verschiedenen Seiten vom Punkt O.

Die s&mtlichen auf ein und derselben Seite von O gelegenen Punkte der Ge-
raden g heiflen auch ein von O ausgehender Halbstrahl; somit teilt jeder Punkt
einer Geraden diese in zwei Halbstrahlen. Dies folgt daraus, da§ die Relation
»A liegt auf derselben Seite auf g von O aus wie B“ eine Aquivalenzrelation auf
g\ {O} ist. Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen s4, sg (wenn fiir die Punkte
A und B gilt, daBl O zwischen ihnen liegt). Man hat also ¢ = {O} U s4 U sg.

Definition der Seite einer Geraden:
Jede Gerade trennt die nicht auf ihr liegenden Punkte der Ebene in zwei Gebie-
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te von folgender Beschaffenheit: ein jeder Punkt A des einen Gebietes bestimmt
mit jedem Punkt B des anderen Gebietes eine Strecke AB, innerhalb deren ein
Punkt der Geraden g liegt; dagegen bestimmen irgend zwei Punkte A und A’ ein
und desselben Gebietes eine Strecke AA’, welche keinen Punkt von g enthilt.
Erklarung: Wir sagen: die Punkte A, A’ liegen auf ein und derselben Seite der
Geraden g, und die Punkte A, B liegen in der Ebene auf verschiedenen Seiten
der Geraden g. Wir haben also wiederum eine Aquivalenzrelation, diesmal , A
liegt auf derselben Seite von g wie B“, und es gibt die beiden Aquivalenzklassen
S4, Sp (wo fiir A und B gilt, daf die Strecke AB g trifft). Dadurch bekommt
man eine Partition von K?: K? = {g} US4 U S5.

A7

B

Erkldrung: h, k seien zwei von O ausgehende Halbstrahlen, die verschiede-
nen Geraden angehoren; das System dieser beiden Halbstrahlen h, k nennen

wir einen Winkel, Notation /(h,k) oder Z(k,h). Die Halbstrahlen h, k heiflen
Schenkel des Winkels, und der Punkt O der Scheitel.

Bemerkung: Gestreckte und iiberstumpfe Winkel sind nach dieser Definiti-
on ausgeschlossen.

Definition des Inneren eines Winkels:
Die Halbstrahlen h und k, zusammengenommen mit dem Punkt O, teilen die
iibrigen Punkte der Ebene in zwei Gebiete ein: alle Punkte, die mit h auf der
gleichen Seite der Trigergeraden k und mit k auf der gleichen Seite von A lie-
gen, heifilen im Innern des Winkels Z(h,k) gelegen; alle anderen Punkte heifien
im AuBeren oder auferhalb dieses Winkels gelegen.

k

Erklarung: Ein Winkel mit Scheitel B, auf dessen beiden Schenkeln je ein
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Punkt A und C liegt, wird auch mit Z ABC bezeichnet.

6.2 Ebene analytische Geometrie

Sei K ein kommutativer angeordneter pythagordischer Kérper. Darunter ver-
steht man Folgendes: Die Multiplikation in K ist kommutativ. Ferner gibt es
auf K eine bindre Relation < (lies ,kleiner als*), wobei die nachstehenden An-
ordnungsaxiome gelten sollen:

A.1 Fiir jedes x € K gilt genau eine der drei Beziehungen z > 0, 2 =0, 2 < 0.
A2z2>0, y>0 = z4+y>0.
A3z>0, y>0 = z-y>0.

Gleichwertig zu dieser relationstechnischen Beschreibung der Anordnung ist
folgende mengentheoretische:
Ein Korper K heifit angeordnet mit Positivbereich 11 (0 ¢ 11), wenn
1. II eine Unterstruktur von K ist, d.h. a¢,b€ll = a+bell,a-bell ;
2. fiir jedes a@ € K gilt genau eine der Beziehungen ¢ =0, a € I, —a € 11.
Man sagt, durch II sei eine Anordnung von K gegeben. Die Elemente von Il
heiflen positiv bzgl. der Anordnung.
11 enthilt stets die simtlichen Quadrate a? # 0 (a € K); insbesondere 1 € 1I.

SchlieBllich besagt der Ausdruck ,pythagordisch®, da K zu a und b auch
stets ein ¢ mit a?+b? = ¢* enthilt, und dal —1 nicht Quadrat in K ist. Offenbar
ist die erste Bedingung gleichbedeutend mit der Forderung: 1+ a? ist Quadrat
in K fiir alle Elemente a von K.1°

Wir erklidren nun die ebene analytische Geometrie K? iiber dem (kommu-
tativen) angeordneten pythagordischen Kérper K wie folgt:

Die Punkte des K? sind die geordneten Tupel (x,y) aus Elementen x, y von
K. Die Zahlen x, y heiflen ,Koordinaten“ des Punktes. Die Gesamtheit aller
Punkte, deren Koordinaten einer linearen Gleichung

ax +by+c=0

geniigen, wo a, b nicht beide gleich 0 sind, heifit eine Gerade; natiirlich sind
dabei a, b, ¢ nur bis auf einen gemeinsamen Proportionalitdtsfaktor bestimmt.
Man erkennt leicht, dafl die Punkte der Geraden ax + by + ¢ = 0 identisch sind
mit der Gesamtheit der Punkte

(xo+bt,yo—at); teK,

wenn (zg,yo) ein beliebiger Punkt auf der Geraden ist. Bei dieser Darstellung
heiflit t der Parameter des Punktes der Geraden.

**Dafiir, daB der Kérper K pythagoriisch ist, ist also hinreichend: Fiir alle @ € K ist 1+ a?
Quadrat eines Elementes # 0 aus K.
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Wir kénnen jetzt fiir die Punkte einer Geraden eine Anordnung festlegen, in-
dem wir sagen, der Punkt mit dem Parameterwert t liegt zwischen den Punk-
ten mit den Parameterwerten ¢; und t9, wenn t zwischen ¢; und ¢; liegt. Dieser
Zwischenbegriff ist dann unabhingig davon, welchen Punkt (zg, yo) auf der Ge-
raden wir ausgewihlt haben und mit welchem Proportionalitdtsfaktor a und b
behaftet sein mdgen.

Von den beiden Halbstrahlen, welche durch den Punkt (zq,yo) definiert wer-
den, besteht der eine aus den Punkten mit £ > 0, der andere aus den Punkten
mit ¢ < 0.

Von den durch die Gerade erzeugten Halbebenen ist die eine die Menge der
Punkte, fiir welche az+by+c > 01ist, und die andere die, fiir welche az+by+c <
0 ist.

Wir definieren: Zwei Strecken Fy Py, P, P5 sollen kongruent heifien, in Zei-
chen PPy = P, P5, wenn

\/(mo 1)+ (Yo — )% = \/(562 —x3)2 4+ (y2 — y3)?.

Bemerke, dafl die in der Definition der Streckenkongruenz vorkommenden Aus-
driicke wohldefiniert sind, da K als pythagordisch vorausgesetzt war.

Nun seien

g1 = {(zo+ bit,yo —ast)/t > 0},
g2 = {(zo+ bat,yo — ast)/t >0}

zwei Halbstrahlen mit dem gemeinsamen Anfangspunkt (zo,yo); d.h. ¢
und g sind die Schenkel, und (zq,yo) ist der Scheitel des Winkels Z(g1,¢2).
Die Halbstrahlen g; resp. g, mogen die Trigergeraden gy resp. gy besitzen (g,
hat offenbar die Gleichung a; (z — 2¢) + b1 (y — yo) = 0; Entsprechendes gilt
fiir g2). Wir greifen uns aus gy den Punkt P = (zg + by, yo — 1) heraus; dann
liegt P auf einer bestimmten Seite von g3, d.h. es ist (a2b; — a1by) groBer oder
kleiner Null. Unser Ziel ist es, das Innere des Winkels /(g1, ¢2) algebraisch zu
beschreiben. Ein beliebiger Punkt R = (z,y) der Ebene liegt genau dann auf
der ,richtigen“ Seite von g2, wenn der Ausdruck as(z — o) +b2(y — yo) dasselbe
Vorzeichen hat wie agby —a1by. Also liegt R auf der richtigen Seite von g5, wenn

az(z — o) + b2(y — yo)
agbl - albg

>0.

Analog liegt R auf der ,richtigen® Seite von g;, wenn

a1(r — x9) + b1(y — yo)

0.
leZl — b1a2 >

46



Das Innere des Winkels Z(g1, g2) ist damit gegeben durch die Gesamtheit
der Punkte (x,y), fiir welche gilt:

ar(z —z9) + b1(y — yo)
bgal — b1a2

as(z — xo) + ba(y — yo)
agby — a;by

>0,

>0.

Man weist zunichst nach, dafl dies genau die Punkte mit den Koordinaten

r = 29+ A+byp,
Yy = yo—amA—azyu; A>0, >0

sind: Habe der Punkt R = (x,y) diese Form; setzt man dann die Koordinaten
von R in die beiden Ausdriicke a;(z—2¢)+b1(y—yo) bzw. ag(z—2z0)+b2(y—yo)
ein, so erhilt man

ar(z —z0) + b1y — o) = (a1by — azb)p;
ag(r — x0) + ba(y — o) = (braz — arbz) .
Daher gilt

ar(z — xo) + bi(y — yo)

S > 0 & pu>0;

az(z — x0) + b2(y — yo)

A> 0.
T P——— > 0 & A>0

Wir erkldren schliefllich die Winkelkongruenz in unserer analytischen Geo-
metrie iiber K: Sei neben /(g1,g2) noch ein Winkel /(h, k) gegeben, etwa in

Form von

h = {(U0+d]t,U0—C]t)/t>0},
k= {(uo+dat,vo— cat)/t > 0}.

Dann definieren wir:

aias + b1b2 ciea + d1d2
L(g1,92) = L(h k) & = .
(9192 = £ Vi +oiy/ai+b3 /el +diy/el+d3

Wir zeigen, dafl unter diesen Voraussetzungen in der analytischen Geome-
trie K? die oben angegebenen Hilbertschen Axiome erfiillt sind: 46

*6Wir benutzen fiir den Beweis die im Buch ,, Nichteuklidische Elementargeometrie der Ebe-
ne“([Perron, 1962] von O. Perron skizzierten Beweistechniken (ebd., §54 Die Widerspruchs-
freiheit der euklidischen Geometrie ). Allerdings weicht die Zielsetzung Perrons von unserer in
zweifacher Hinsicht ab: Zum einen operiert er nicht mit demselben Axiomensystem wie wir,

und zweitens ist bei ihm K auf den reellen Zahlkorper spezialisiert.
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Wir finden zunichst, wenn zwei Punkte Py = (21, 11), P2 = (22, y2) gegeben
sind, eine Verbindungsgerade in Form von
(y1 —y2)z + (v — 21)y + (21y2 — 2211) = 0.
Bis auf einen gemeinsamen Proportionalititsfaktor der Koeffizienten ist dies
die einzige Verbindungsgerade; das heifit aber, dafi die Gerade durch zwei ver-
schiedene Punkte eindeutig bestimmt ist.

Jede Gerade az + by + ¢ = 0 enthilt auch mindestens 2 Punkte: Sei ohne
Einschrinkung a # 0; dann liegen die Punkte (=<,0) und (%2=¢, —a) auf ihr.

SchlieBlich gibt es drei nicht kollineare Punkte, etwa (0,0), (1,0) und (0,1).

Die Lineare Algebra lehrt, daff die Verbindungsgerade zweier Punkte P, =
(z1,y1) und Py = (22,y2) aus allen Punkten der Form

(/\ml + (1 — A)$2, )‘yl + (1 — )\)yg), A € K.

besteht. Wir benutzen dafiir auch die Kurzschreibweise APy + (1 — A) P,.
Speziell die Punkte innerhalb der Strecke P; Py, d.h. die Punkte zwischen P}
und P,, erhilt man fiir 0 < A < 1.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dafl wenn P, zwischen Fy und P liegt,
diese drei Punkte kollinear sind. Dafl dann P, auch zwischen P; und Fy liegt,
folgt aus der Tatsache, daff 0 < A < 1 die Ungleichung 0 < 1 - X < 1 impliziert.

Zu zwei Punkten F,, P; gibt es mindestens einen Punkt P, auf der Geraden
Py P, derart, dafi P, zwischen Fy und P, liegt:
Beachte dazu, dal 2 = 14 1 nicht zwischen 0 und 1 liegt und auch von 0 und
1 verschieden ist (wegen der Anordnung von K); wihle A = 2.

Wir zeigen jetzt: Von drei Punkten Py, P, P liegt hochstens einer zwischen
den beiden anderen.

Sind die drei Punkte nicht kollinear, so hat man nichts zu zeigen; andern-
falls ist APy + (1 — A) P, eine mogliche Beschreibung der Geraden, auf welcher
die Punkte liegen.

Macht man dementsprechend fiir P, den Ansatz P, = APy + (1 — A)Py,80 hat
dann die drei Fille zu unterscheiden: Fall (1): A < 0; Fall (2): 0 < XA < 1; Fall
(3): A> 1.

Liege etwa Fall (1) vor, d.h. P, liegt nicht zwischen Fy und P,. Wir zeigen, daf
auch Fy nicht zwischen % und P liegt:

Wir nehmen das Gegenteil an, d.h. es gebe ein g mit 0 < p < 1, so dafl
Py = pPy + (1 — p) Py daraus folgte P, = iPO +(1- ]E)P]. Setzt man hierin
A= %, so erhielte man also die Gleichung P, = APy + (1 — A)P; mit einem
positiven A, im Widerspruch zur Voraussetzung.
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Es kann also hochstens einer der drei Punkte zwischen den beiden anderen
liegen. Analog zeigt man im Fall (3) (der jedenfalls beinhaltet, daBi P, nicht
zwischen Py und P liegt), daBl auch P nicht zwischen Fy und P; liegen kann.
Schlieflich weist man in Fall (2), welcher ja gerade besagt, dal P, zwischen
Py und P, zu liegen kommt, nach, dafl keine der beiden Aussagen: , P liegt
zwischen Py und P“, , Py liegt zwischen P, und P“ wahr ist.

In der analytischen Geometrie K? gilt das Axiom von Pasch:
Gegeben seien drei nicht kollineare Punkte P, = (z1,11), P2 = (22,42), P5s =
(z3,y3) (m.a.W., die genannten Punkte bilden ein Dreieck, dessen Seiten durch
die drei Verbindungsstrecken Py P, P»P; und P3P, bestimmt sind); ferner eine
Gerade g mit der Gleichung az + by + ¢ = 0, die jedoch keinen der drei Punkte
enthalten soll. Das bedeutet,

gk:amk‘l'byk‘}‘C?éO; k:17273

Ohne Einschriankung werde angenommen, dafl g durch einen Punkt der

Strecke Py P» geht. Das heifit, fiir den Schnittpunkt gilt A P, + (1 — X\) P2 mit
einem A zwischen 0 und 1. Wir miissen zeigen, dafl g noch eine andere Drei-
ecksseite trifft.
Wenn nun etwa & = & ist, so wird die Gleichung v&; + (1 — v)§ = 0 mit
v = 1 — X erfiillt; daraus folgt, dafl der Punkt v Py 4+ (1 — v) P, auf g liegt,
d.h. g trifft die Strecke P3P;. Analog ist es im Falle & = &s: die Gleichung
&+ (1—p)&;, welche dann durch g = 1— X befriedigt wird, impliziert ndmlich,
daB der Punkt g P, 4+ (1 — p) Ps mit g inzidiert. In den iibriggebliebenen Fillen
gilt also g—; # 1 und E—i’ # 1.

Bemerke: jede von 1 verschiedene Zahl a aus K 148t sich in der Form a = 1();6
mit einem b € K schreiben. Mit anderen Worten, wir diirfen den Ansatz
1
+—L& =0 (42)
1—-v
&+ & = 0 (43)

machen. Beachte, dafl nach Voraussetzung g die Strecke P, P, trifft, woraus
man unmittelbar auf die Giiltigkeit der Gleichung

1-A
A

&+ &=0; 0<A<1 (44)

schlieBt. Aus (42), (43) und (44) leitet man dann ab:

_1:1—)\1—/11—1/.

A I v
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Da nun % zwischen 0 und 1 gelegen ist, folgert man daraus
l—-pl—-v
7 v
Gelte dann 1_7“ > 0 und 1;” < 0. Das heifit aber, daf§ p zwischen 0 und 1
liegt, also auch, dal g durch einen Punkt der Srecke P,P; geht. Entsprechend
geht die Gerade g im Falle 111;1/ > 0 und 1_7“ < 0 durch einen Punkt der Strecke
P3Py

< —1.

7Zu den Kongruenzaxiomen im analytischen Modell K?:

Zum Beweis des ersten Kongruenzaxioms (III 1.) sei eine beliebige
Strecke Py Py vorgegeben sowie ein Punkt P, = (23, y,) auf einer Geraden
g mit der Parameterdarstellung {(z, + bt,y, — at)/ t € K}. Wir miissen
auf g einen Punkt P; finden, so dafl Py P, = P, P3 wird.

Das heifit, wir haben ein t aus K mit x3 = zy + bl, y3 = y, — at zu
bestimmen derart, dafl

V(zo—21)? + (yo—y1)? = V(w2 —23)? + (y2 — ys)?
N CETDTE
= |t|Va®+b2.

Die beiden Losungen fiir t entsprechen den zwei Seiten der Geraden g von

P;.

Die Giltigkeit von IIT 2. folgt sofort aus den Definitionen.

Seien nun zwei Strecken Py Py, Py P, ohne gemeinsame Punkte auf ei-
ner Geraden g gelegen; ferner PjP] und P|P, Strecken einer Geraden g’
ebenfalls ohne gemeinsame Punkte. Die Geraden g und g’ kénnen in den
Parameterdarstellungen

g = {(zo+bt,yo—at)/ t € K};

g = {(z;+bs,yy—ds)) se K}
vorausgesetzt werden. Dann seien (21, y1) = (2o + bt1,yo — aty), (x2,y2) =
(zo + by, yo — atly), und es gelte ohne Einschrankung 0 < ¢; < ¢, d.h.
Py liege zwischen Py und P,. Die gleichen Verhiltnisse sollen (ohne Be-
schrankung der Allgemeingiiltigkeit) fiir g’ sowie fiir die gestrichenen Strecken

und Koordinaten gelten.

Wir setzen voraus: PoPy = PjP/; d.h. es gilt

\/ VAT + a?tE = b?s? 4+ a'?s?

S hvVat+b2 = Va4,
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eiter setzen wir P P, = voraus, also
Weit t PP, = PP , al

(tg —tl)\/GZ +b2 = (82 — 81)\/ a’2 +b,2.

Wir wollen zeigen, dafl unter diesen Bedingungen auch Py P, = PP,
gilt: Die in Rede stehende Kongruenz ist gleichbedeutend mit

tova? + b2 = sV a'? 4+ b2
= ((tg — t1> +t1)\/ CL2 + b2 = ((SQ — S]) + S]) V (llQ +b12 .

Letztere ist eine wahre Gleichung; damit haben wir III 3. bewiesen.

Wir fithren die Abkiirzung e := (ciep +dida)/(\/ + d2/c% + d2) ein.

Ferner seien die Koeffizienten von g; und g, so normiert, daB \/a? + b =
Va3 + b2 = 1 gilt. SchlieBlich werde ohne Einschriankung b; # 0 voraus-
gesetzt.
Wir denken uns den Winkel /(h,k) und den von (zg,yo) ausgehenden
Halbstrahl g, auf der Geraden g; gegeben; zusatzlich eine Seite von gy
ausgezeichnet, etwa die durch a;(z — x¢) + b1(y — yo) > 0 charakterisierte.
Die Kongruenz von /(g1,¢2) und Z(h, k) ist damit gleichbedeutend mit
der Giiltigkeit der Gleichung

a1a2+blbg = €

b%ag + (e — a1a2)2

=1 = ag + bg = 5
b
& b% = bfag +e? — 2eaja, + a?ag
=0 = ((1% + b%)ag — 2eajag + (62 — bf)
&0 = a)—2eajay+ (62 — b%)

S ay = eayt \/e%z% — (e —b3)
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€ — djpdg

b, =
= 09 b
B e —eal F arbiy/1 — €2
= bl
B e(1 —af) F arby/1 — e?
= bl
_ eb? F arbiv/1 — €2
= h
i
bg = eblqial\/l—e?
=

ggi) = {(zo+ (eas £ by V1 —€?)t,yo — (eby FarvV'1 —€e?)t)/ t > 0}.
Wir bemerken am Ende dieser Rechnung, dafi der Ausdruck /1 — e?

in K wohldefiniert ist; man erinnere sich an die Bedeutung von e und
berechne den Wert fiir 1 — e?. Man erhélt

(CldQ — 62d1>2
(cf + di)(c3 + d3)
|C1d2 — C2d1|

Vat+dard

Die Zahl auf der rechten Seite ist aber ein Element aus dem pytha-
goraischen Korper K.

Wir hatten die durch a;(z — z0) + b1 (y — yo) > 0 gegebene Seite von g
fixiert. Aus der Definition des Inneren eines Winkels in dem Modell K?:

ai(x — xo) + bi(y — o)
byay — byay

az(z — xo) + ba(y — yo)
asby — aib,

1 —¢e?=

=V1—e2=

> 0 und

0

folgt dann, daBl bya; — byay > 0 sein muB. Daraus schlieBt man wei-
ter: Fiir alle Punkte (x,y) aus dem Inneren des Winkels /(g1,¢2) ist das
Bestehen der Ungleichung as(z — x0) + bi(y — yo) < 0 die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dafl g, nach der richtigen Seite von g
abgetragen ist.
Daher ist (wiederum wegen der Definition des Winkelinneren) der Halb-
strahl g; dann und nur dann richtig abgetragen, wenn azb; — a1by < 0 ist.
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Nun hatten wir fiir g, zwei Losungen bekommen. Zu jeder Losung fir go
gehort eine bestimmte Geradengleichung der Trégergeraden g, je nach-
dem, welchen Wert fiir a; bzw. by genommen wird:

azby —arb; = (ea; = bﬂ/@)bl —ai(eb F G1M)
= :I:(b% + a%)m
= +V1-¢.
Dieser Ausdruck ist genau dann kleiner 0, wenn wir das untere Vor-

zeichen wahlen; das heifit g(_) ist der zu nehmende Halbstrahl. Mithin ist
g2 eindeutig bestimmt, so wie es das Axiom III 4. fordert.

Aus der Definition der Winkelkongruenz folgt noch unmittelbar, da83
jeder Winkel sich selbst kongruent ist. Damit haben wir das Axiom III 4.
vollstandig als giiltig nachgewiesen.

Wir bestatigen zuletzt das Axiom III 5.: ,,Wenn fiir zwei Dreiecke ABC
und A’B’C’ die Kongruenzen AB = A'B’, AC = A'C' und /BAC =
LB"A'C' gelten, so ist auch stets die Kongruenz ZABC = LA'B'C" erfiillt.“

Seien A = (z0,40), B = (z1,y1), C = (22,y2) sowie A" = (uo, vo),
B' = (uy,v1), C" = (ug,vq).
Man hat

AB=A'B' & \/(xo —21) 4+ (yo— 1)t = \/(uo —up)? 4 (vo — v1)%(45)

AC = AC & \/(mo —29)% 4 (yo — y2)* = \/(uo — ug)? 4 (vg — v2)%.(46)
Sei weiter LBAC := A(A_B, A_C') mit

A_B = {(ZEO + (.f] —_ .’E())t, Yo + (y] —_ y())t)/t > 0},
Entsprechend werde /B'A'C' := Z(A’_B’, A’_‘C’) gebildet.
/BAC = (B'A'C' &
(z1—0)(x2—20)+ (W1 —v0 ) (¥2—W0) — A7
\/(1'1—1'0)2+(y1 —2/0)2\/(002—390)2+(1/2—yo)2 ( )

(w1 —ug) (uz —ug )+ (v —vg) (v2—2g)

\/(ul—uo)2-|-(u1—u0)2\/(u2—u0)2+(v2—u0)2 '
Aus (45), (46) und (47) folgt die Beziehung

(71 = zo)(z2 — 7o) + (41 — Y0)(¥2 — ¥o)
= (u1 — ug)(uz — ug) + (v1 — vg)(v2 — vo). (48)
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Sei jetzt LABC := £(BA, BC) mit

BA = {(1+ (zo — 21 )L, y1 + (yo — 91)1)/t > 0},
BC = {(z1 + (2 — 21)t,y1 + (y2 —ya)t)/t > 0}.

Analog werde /A'B'C' konstruiert.

Zum Nachweis der Kongruenz von ZABC und £LA'B'C’ geniigt es auf-
grund von (45) zu zeigen, daB die nachstehende Gleichung giiltig ist:

(2o = 21)(w2 —@1) + (Yo = y)) (W2 —91) _ (4o = w)(uz — wn) + (vo — v1) (v — v1)

V(w2 —21)? + (y2 — 11)? V(s —ur)? + (vy — v1)?

Man darf ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit annehmen, daf

(za— 1)+ (y2—w1)*> = 1 und
(u2—u1)2-|—(1)2—v1)2 1.

Dann bleibt zu zeigen:

(o —x1)(z2 — 1) + (Yo — ¥1)(y2 — y1) = (w0 — wa)(ug — wr) + (vo — v1)(v2 — v1).

Bemerke als Erstes, daf§ sich (47) folgendermaBen umschreiben 148t:

(1 —z0)[(x2 — 1) + (21 — 20)] + (y1 — yo)[(y2 — v1) + (y1 — yo)]
= (w1 — uo)[(ug — ur) + (w1 — uo)] + (v1 — vo)[(va — v1) + (v1 — vo)] -

Wegen der Identitéat (48) reduziert sich daher die Behauptung auf
(21 —20)” + (11 — y0)” = (ur — uo)* + (v1 — vo)*.
Dies ist aber wahr wegen (45).

Damit ist auch das letzte der Hilbertschen Axiome in der analytischen
Geometrie K? bestitigt.

6.2.1 FEuklidisches Parallelenaxiom fiir K2

Wir behaupten: In der analytischen Geometrie K? gilt das Euklidische
Parallelenaxiom!

7Zum Beweis sei eine Gerade g in der Gleichungsform ax + by + ¢ = 0
vorgelegt; weiter sei ein Punkt P = (p,¢) mit P ¢ g gegeben.
Die Gerade h: a(z — p) + b(y — ¢) = 0 enthalt den Punkt P; wir zeigen,
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daBl A g = 0

Die Parameterdarstellungen der beiden Geraden seien

g = {(zo+bl,yo—at)/ t € K},
h = {(p+bs,q—as)/te€K}.

Angenommen, h N g # (); dann gibe es also Zahlen t, s aus K derart, daf}

xo+bl = p+bs,

Yyo—al = q—as
=~

Tog—p = b(s—t),

w—q = alt—s)

=
p = xo+bo,
g = Y—ao; o:=1—s5.

Das heifit, es wiare P € g , entgegen der Voraussetzung.

h ist auch die einzige Nichtschneidende: Sei dazu g’ in der Gleichungs-
form da'z + b'y + ¢ = 0 gegeben; die Lineare Algebra lehrt, daff fiir die
Parallelitdt von g und g’ notwendig a = Aa’,b = Ab' mit einem X aus K
gelten mufl. Daher schlieft man weiter, dafl g’ die Parameterdarstellung
{(p+0br,q—ar)/ r € K} haben mufl (beachte P € ¢'). Daraus folgt aber
schon, dafl g’ mit h identisch ist.

Erinnere nun, dafl in Hilbert- Ebenen der Zweite Legendresche Satz

gilt. Finden wir also ein einziges Dreieck, in dem die Winkelsumme gleich
zwel Rechten Winkeln ist, so ist sie in jedem Dreieck der Hilbert- Ebene
K? gleich zwei Rechten Winkeln.
Nach Axiom T 3. gibt es in K? Dreieck(e), etwa dasjenige mit den Ecken
(0,0), (0,1) und (1,0). Betrachte zu der Verbindungsgeraden zweier dieser
Punkte die Parallele durch den dritten Punkt. Weil nun in Hilbert- Ebe-
nen Wechselwinkel an Parallelen gleich sind,*” erkennt man, da wir ein
Dreieck vor uns haben, in welchem die Winkelsumme in der Tat gleich
zwei Rechten ist. Folglich ist die Winkelsumme in jedem Dreieck der ana-
lytischen Geometrie K gleich zwei Rechten Winkeln.

TDie Umkehrung davon findet man z.B. in [Perron, 1962] bewiesen; siehe ebd., S. 23, Satz
IT, 12. Aus dem Satz folgt aber in Verbindung mit der Eindeutigkeitsaussage des Paralle-
lenaxioms unsere Behauptung; vgl. [Perron, 1962], S. 28.
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6.3 Konstruktion der semieuklidischen Geometrie

Von jetzt an werde der Koordinatenkorper K als nichtarchimedisch an-
geordnet vorausgesetzt. Man nennt die Anordnung eines Koérpers K be-
kanntlich archimedisch, wenn es zu jedem a € K eine natiirliche Zahl n (
n ist die n- fache Summe des Einselements 1 aus K) gibt mit n > a.

Sei E die Menge der Elemente aus dem nichtarchimedischen Korper K, die
nicht unendlich grof$ sind, d.h.: E besteht aus denjenigen Elementen a von
K, fiir die es eine natiirliche Zahl n mit —n < @ < n gibt. E ist ein Ring,
d.h. mita, b € E gilt auch a—b € F und a-b € F; ferner enthilt E die Eins.

E enthalt die unendlich kleinen Elemente von K, das heifit die Ele-
mente a von K, die sich durch —% <a< % einschlieBen lassen fir jedes
natiirliche n. Zum Beweis merken wir zunachst an, dal von Null verschie-
dene unendlich kleine Elemente in K existieren:

Da namlich K nichtarchimedisch angeordnet ist, gibt es ein Element a
von K mit der Figenschaft: Es gibt kein n € N, so dafl ¢ < n. Also ist
n<a Vne&N.Wirdirfen n < a voraussetzen, denn im Falle a = n gilt
jan+1> a. Insbesondere ist dann a positiv, und es gilt 1 < % Vn € N.
Es folgt sofort —L < 1 < L. d.h. a7" ist unendlich klein.

Offenbar liegen die unendlich kleinen Elemente von K in E, wegen & < n,
d.h. wegen 1 < n?.

Wir haben damit gleichzeitig nachgewiesen: Es gilt a € F oder 1 € E.

Definiere nun als Punkte der Teilgeometrie £? die Punkte (z,y) mit x,
y € E. Als Geraden der Teilgeometrie bezeichne diejenigen Teile von Ge-
raden des K?, die aus Punkten der Teilgeometrie bestehen. Die Definition
der Strecken- und Winkelkongruenz erfolge analog zu den Definitionen in
K?. Beachte dazu, daB fiir ein positives a € E sicherlich auch /a € F
gilt; dies folgt leicht aus der Giiltigkeit der Relation /n < nVn € N.
Wir wollen diejenigen Punktmengen der Teilgeometrie, die sich als Durch-
schnitt resp. einer Strecke, einer Seite auf einer Geraden von einem Punkt,
eines Halbstrahls, einer Seite einer Geraden sowie des Inneren eines Win-
kels in K mit der Teilgeometrie ergeben, auch als die ,natiirlichen“ De-
finitionen dieser Begriffe in E? bezeichnen.
Wir haben dann nachzuweisen, daf sich die natiirlichen Begriffsbildungen
mit den Definitionen fiir ,,Strecke, ,Halbstrahl“ usw. decken, die sich als
aus den Axiomen I- III abzuleitende ergeben, vorausgesetzt, in der Teil-
geometrie £? lassen sich diese Axiome bestétigen.
Dazu sei bemerkt, daB sich alle Eindeutigkeitsaxiome sofort auf E? iibert-
ragen, weil wir diese ja schon fiir die umfassendere Geometrie des K?
gezeigt haben. Auflerdem vererben sich die Relationen ,zwischen® und
wkongruent® automatisch auf die Teilgeometrie, eben weil Kongruenz und
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Zwischenlage in E? gerade so definiert sind.

6.3.1 Bestitigung der Hilbert- Axiome fiir die Teilgeometrie £?

Inzidenzaxiome:

Es ist klar, daBl es zu je zwei Punkten wenigstens eine verbindende
Gerade gibt: verbinde namlich die Punkte mit einer Geraden in K?, und
betrachte den zu E* gehdrenden Teil dieser Geraden.

Auf einer Geraden gibt es stets wenigstens zwei Punkte:
Dazu geniigt es zu zeigen, daB eine Gerade g in K, sofern sie nur mit
einem Punkt (z¢,yo) der Teilgeometrie inzidiert, noch mindestens einen
weiteren Punkt aus E? besitzt.
Sei also g = {(xo + bl,yo —at)/ t € K}.

1. Fall: b #£0
Wenn dann ¢ € F, so wihle 1 := % Der Punkt (z¢ + bt,yo — at) =
(o + 1,40 — %) ist dann sicher von (zg,y0) verschieden und liegt in E?.
Andernfalls gilt ¢ € F, inshesondere also a # 0, und g € K. Wahlet := a%;
dann ist aufgrund der Voraussetzung b # 0 der Punkt (z¢+ bt, yo — at) =
(zo + 2—2, Yo — 2) von (o, yo) verschieden. Aulerdem sind seine Koordina-

ten Flemente von E.

2. Fall: 5=0
Insbesondere ist dann a # 0; wahle ¢ := % Der Punkt (zq,yo — 1) leistet
das Gewiinschte.

Anordnungsaxiome:

Die Kollinearitdt dreier Punkte, die in einer Zwischenbeziehung ste-
hen, ist klar aufgrund der Definition des ,,zwischen® in E?2. Dafl wenn ein
Punkt P, zwischen zwei anderen, etwa Fy und Py, liegt, auch zwischen Py
und Py liegt, begriindet man wieder damit, da die entsprechende Aussage
in der Obergeometrie K? gilt.

7Zum Nachweis von Axiom II 2. bemerke, dafl das Korperelement 2 in
E enthalten ist.

Bevor wir uns dem Pasch- Axiom sowie den Axiomen der Kongru-
enz zuwenden, wollen wir beweisen, dafl die naturlichen Definitionen fiir
Strecke, Winkel usw. mit den entsprechenden abgeleiteten Begriffsbildun-
gen tibereinstimmen.
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Seien A, B Punkte von E?. Bemerke, daff die K?- Strecke AB ganz zu E?
gehort: dies folgt leicht aus der Tatsache, dafl im Korper K alle Elemente
zwischen 0 und 1 in dem Ring E liegen. DaB umgekehrt die Punkte der
FE?- Strecke AB zur K?- Strecke AB gehoren, ist trivial.

Demzufolge sind die Begriffshildungen ,natiirliche E*- Strecke“ und ,ab-
geleitete 2~ Strecke® identisch.

Jetzt werden A und B auf einer F?- Geraden gp so gewahlt, daB
der Punkt O € ¢gg zwischen A und B zu liegen kommt. Dann ist also
gr = {0}y us Uy
Andererseits gehort zu gr eine Tragergerade g C K2, d.h. gz = g N B2,
und man hat die K*- Partition g = {O} U sg{) U sg{). Offensichtlich folgt
daraus g5 = gN E* = {0} U (sg{) NnE*)U (SEBK) N E?).

Wir zeigen: s¥) = Sg() N E* (natiirlich gilt dann auch S(BE) = SSBK) N E?).

(i) S(AE) C S(AK) N E?:
P e .ng) = P € F? und O liegt nicht E- zwischen A und P = P € EZ,

und O liegt nicht K- zwischen A und P = P € silK) N k2.

(ii) sg{) NE? C silE):
P € SSAK) N E* = P € E* und O liegt nicht K- zwischen A und P =
P € E? und O liegt nicht E- zwischen A und P = P € silE).

Damit ist die Gleichheit von natiirlicher und abgeleiteter Definition
des Begriffs ,Seite einer Geraden von einem Punkt aus® bestétigt.

SchlieBlich zeigen wir auch: Der natiirliche Seiten- bzw. Halbebenen-
begriff relativ zu einer Geraden deckt sich mit dem aus dem Bestehen der
Axiome abgeleiteten Begriff.

In K? gilt jedenfalls K? = {g} U SﬁlK) U S](3K), wo A und B Punkte mit
der Eigenschaft sind: die Strecke AB trifft g.
Man hat auf E? die Aquivalenzrelation A ~ B :< AB trifft g5 € E?
nicht; ~ induziert eine Partition von E* E* = {gp} U SﬁlE) U S](gE). Sei
gr =g N E*.
Es ist zu beweisen, daf S}E‘E) = SAK) N E-Z.

ot
PeS{NE? = P e E? und PA tiifft g nicht = P € E2, und PA trifft
gg nicht = P € SgE).
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C:
P e SﬁlE) = P ¢ E?, und PA trifft g5 = g N E? nicht.
Angenommen, PA trife g; dann miiite PA auch g N E? treffen, weil PA
ja aus lauter F?- Punkten besteht: Widerspruch. Also ist das Gegenteil
richtig, und C ist wahr.

Zuletzt halten wir fest, dal auch fir ,Winkel“ und ,Inneres eines
Winkels“ natiirliche und abgeleitete Definition ibereinstimmen. Beachte
namlich, da Winkel und Winkelinneres aus den Begriffen ,,Halbstrahl®
und ,,Seite einer Geraden® aufgebaut sind. Und fiir diese haben wir gerade
erkannt, dafl ihre natirliche und ihre abgeleitete Definition gleich sind.

Die Giiltigkeit des Pasch- Axioms in der Teilgeometrie E? folgt nun
sofort aus der Tatsache, dafl mit den Ecken eines Dreiecks auch die Drei-
ecksseiten ganz zur Teilgeometrie gehoren.

Kongruenzaxiome:
Der Nachweis von Axiom IIT 1. gelingt dadurch, dafl man die Koeffizi-
enten der Trigergeraden g C K?* einer Geraden gp der Teilgeometrie
auf a? + b* = 1 normiert. Beriicksichtige dann, dal der Losungspunkt
P; = (x3,y3) dann automatisch in E* zu liegen kommt: denn ¢ € E, und
wegen a? + b = 1 gilt @ € F und b € E; also 23 = 29 + bl € F und
ys = ys —at € K.

I1T 2. folgt sofort aus der Definition der Streckenkongruenzin E2. Auch
IIT 3. tibertragt sich unmittelbar auf die Teilgeometrie.

Ferner ist 11T 4. in E? giiltig: Wir haben lediglich zu zeigen, daB der
Halbstrahl g(_) wenigstens einen Punkt aus E? enthilt. Das geschieht
einfach durch Anwenden von Axiom I 3: Wegen (zq,yo) € E* (nach Vor-
aussetzung) liegt jedenfalls auf der Geraden g, ein weiterer Punkt P der
Teilgeometrie. Wenn P noch nicht auf dem Halbstrahl gg_) liegen sollte,
so ersetze man den Parameter {p fiir P in der Darstellung P = (zo +

bip,yo — atp) durch —tp. Sicher liegt dann der Punkt (x4 bt,, yo — atp)

auf gg_), und er gehort wiederum zur Teilgeometrie, da E ein Ring ist.
DaB endlich das Kongruenzaxiom III 5. in der Teilgeometrie gilt, geht
direkt aus der Rechnung hervor, die in K? zum Nachweis des Axioms

durchgefithrt wurde.

Ergebnis: Die Teilgeometrie E? ist eine Hilbert- Ebene! Dagegen gilt
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in ihr das Parallelenaxiom nicht, d.h. zu einer Geraden gibt es durch einen
Punkt auBerhalb stets mehrere Nichtschneidende:

Betrachte zum Beispiel die Gerade g mit der Gleichung y = 0; fixiere den
Punkt P, = (0,1). Offenbar Py ¢ g. Wir haben die ,Standardparallele®
ho zu g durch Py sie hat die Gleichung y = 1. Bemerke: (1,1) € hy.
Sei nun w # 0 ein unendlich kleines Element von K. Dann bezeichne hy
die Verbindungsgerade Py P, mit P, := (1,1 4 w); sie hat die Gleichung
—wz +y—1=0. Die Geraden g und h; schneiden sich in einem Punkt S,
der nicht zur Teilgeometrie gehort. Denn S hat die Koordinaten (—2,0),

kann also nicht in E? liegen, denn 1 ist ja ,unendlich groB.

Andererseits ist die Winkelsumme von E*- Dreiecken gleich zwei Rech-
ten: Betrachte dazu das Dreieck mit den Ecken (0,0), (0,1) und (1, 0); dies
ist jedenfalls ein Dreieck der Teilgeometrie. Als Dreieck in K? aufgefafit
hat es die Winkelsumme von zwei Rechten Winkeln. Aufgrund der Defi-
nition der Winkelkongruenz in E? ist sie dann auch in der Teilgeometrie
gleich zwei Rechten.

Weil ferner in der Hilbert- Ebene E? der Zweite Legendresche Satz gilt, ist
damit bewiesen, daf} alle Dreiecke der Teilgeometrie zwei Rechte Winkel
als Winkelsumme haben.

Aus naheliegenden Griinden nennt man die Teilgeometrie E? semieukli-

disch.

6.4 Der Korper der formalen Potenzreihen. Der Hilbertsche
Koérper Q.

6.4.1 Der Potenzreihenkorper K((t))

Wir haben bei der Konstruktion der semieuklidischen Geometrie die Fra-
ge nach der Existenz nichtarchimedisch angeordneter, pythagoraischer
Koérper unbeantwortet gelassen. Dies soll nun nachgeholt werden. Sei zu
diesem Zweck K ein angeordneter pythagorédischer Kérper, z.B. der Kérper
R der reellen Zahlen.*® Dann bezeichne K((t)) den Bereich der formalen
Potenzreihen in einer Unbestimmten t mit Koeffizienten aus K.

Eine formale Potenzreihe ist ein Symbol der Form

a=>» al', mel (49)

Zwei Potenzreihen a und b heiflen gleich, wenn sie, abgesehen von Glie-
dern mit dem Koeffizienten 0, die beliebig weggelassen oder hinzugefigt
werden diirfen, genau dieselben Glieder enthalten.

*®Bekanntlich ist R archimedisch geordnet, eignet sich also fiir unsere Zwecke nicht.

60



Im Bereich aller formalen Potenzreihen definiert man eine Addition und
eine Multiplikation vollig analog zur Summe und zum Produkt von Poly-
nomen:

Unter der Summe von a = 3 2 a;t" und b = S b;t' soll die Potenz-

reihe o o
a+b:= Z (a;i + bi)ti , mo=min{m,n} (50)

verstanden werden, und unter ihrem Produkt die Potenzreihe

a-b:= Z et , il ¢ = Z aby . (51)
t=m4n k+1=1

Man verifiziert, daf§ die formalen Potenzreihen einen K enthaltenden
Ring mit den neutralen Elementen 0 = Ox und 1 = 1x bilden. Ferner kann
man zu jeder Potenzreithe a = Y7 ;" aus der schrittweisen Losung des

unendlichen Gleichungssystems

Amb_p,
- amb—m+1 + am+lb—m
0 = ambomiz + dmprb_rgr + apyob_p

eine Potenzreihe b = > 7 _

inverse Potenzreihe b = a™*. K((t)) ist also ein Korper.
Sei a = 37 a;1" nicht die Nullreihe. Dann gibt es unter den Summan-

den a;t* einen ersten von Null verschiedenen Koeffizienten a;; wir nennen

ihn das Anfangsglied von a, abgekiirzt Ag(a). Den Exponenten von t im

Anfangsglied von a nennen wir die Ordnung von a. Nitzlich sind die bei-

den folgenden Regeln:

(i) Ag(a-b) = Ag(a) - Ag(b) ;

(i1)Ag(a + b) = Ag(a) + Ag(b) , falls die Ordnungen von a und b iber-

einstimmen. Ist die Ordnung von a kleiner als die Ordnung von b, so ist

Ag(a +b) = Ag(a).

erhalten, fiir die a - b = 1 ist, also eine zu a
49

Eine Reihe a nennen wir positiv, wenn der Anfangskoeffizient Ag(a)
von a ein positives Element aus K ist. Damit ist im Bereich der formalen
Potenzreihen eine Anordnung erklart: Sind a und b positive Potenzreihen,
so gilt dasselbe fiir a + b und a - b. Dies folgt leicht aus den Regeln (i), (ii).
Die Elemente von K als Potenzreihen der Ordnung 0 behalten dabei ihre

vgl. [Hessenberg, 1967], § 63 Beispiele fiir nicht- archimedische Kérper und Schiefkérper.
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alte Anordnung.
Bemerke: Die so gegebene Anordnung fiir K((t)) ist nichtarchimedisch: t
ist unendlich klein.

Wir zeigen nun, daff der so geordnete Kérper K((t)) pythagoriisch ist,
d.h. "

1+a? € K((1))? Vae K((1)). (52)

Offenbar darf bei diesem Nachweis a # 0 vorausgesetzt werden. Man
bestatigt zunédchst das folgende

Kriterium. Eine Reihe a # 0 liegt in K((¢))* dann und nur dann, wenn
das Anfangsglied von a quadratisch, d.h. von der Form (a,t")* =
at?™ ist.

Beweis: Fiir jede Potenzreihe b = > 7 bt = b,1" + b t" Tt + ... der
Ordnung n hat jedenfalls b* = b21*" + 2b,b,11*"T' + ... die geforderte
Gestalt.

Ist umgekehrt a = Y77
unendliche Gleichungssystem

a;t* eine Potenzreihe der Ordnung 2n, so ist das

2
agn = bn
Uon41 = 2bnbn+1
2
Uopy2 = anbn+2 + bn+1

nach den b; auflosbar, weil die erste Gleichung laut Voraussetzung eine
Losung b, # 0 besitzt und damit die {ibrigen Gleichungen schrittweise in
lineare Gleichungen iibergehen, in denen die jeweils einzige Unbekannte

butr stets den Koeffizienten 2b, # 0 hat ([Hessenberg, 1967]).

Aus dem Kriterium fiir Quadrate in K((t)) folgt nun der Satz von
der Pythagoraizitdt des Korpers der formalen Potenzreihen: Denn sei
a =Y. ail' eine Potenzreihe der Ordnung m. Ist m > 0, so hat die

Reihe

14+a* = (14+ap)*+... (mit ap = 0, falls m > 0)
die Ordnung 0 und quadratischen ersten Koeflizienten jedenfalls, wenn K
pythagoréisch ist. Falls m < 0, so hat

*0Fs bezeichne K((t))? die Menge der Quadrate in K((t)), also K ((t))? = {a®/a € K((t))}.
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14+d? = afntQm—l—...
die gerade Ordnung 2m < 0 und den Anfangskoeffizienten a?, so daf
beide Reihen nach dem Kriterium Quadrate sind.
SchlieBlich zeigt das Kriterium, daf —1 kein Element von K((¢))* ist. Da-
mit ist der Satz bewiesen.

6.4.2 Der Hilbertsche Kérper €2

Zwecks Anwendung im néachsten Kapitel wollen wir noch den minimalen
pythagordischen Erweiterungskorper {2 der rationalen Zahlen angeben.
Die Konstruktion dieses Korpers stammt von Hilbert.

Sei zunéchst K ein beliebiger Kérper, d € K. Die Menge K(\/g) beste-
he aus allen Ausdriicken der Form a + bv/d (a,b € K). Man zeigt: K(ﬂ)
ist wieder ein Korper.
Es bezeichne jetzt Q den Korper der rationalen Zahlen; betrachte dann
die nach oben aufsteigende Kette von Erweiterungskérpern

Ky = Q,
[(1 = [\"0({ 1+ ]{73/1{70 € [X})}),

Koyw = K,{V/1+E2/k, € K,}).
SchlieBilich definiere

0 = Ups0K, (53)

Die Vereinigungsmenge ) ist ein pythagoriischer Kérper. Insbeson-
dere ist ) also formal- reell, d.h. -1 ist nicht als Summe von Quadraten
darstellbar.?!

Beweis:
Ist a € 2, so ist a € K, fiir ein n und daher

V 1 + CL2 € ]f(n+] .

Also sind in  Summen von Quadraten stets Quadrate.
0 ist auch formal- reell: Dazu iiberlegen wir uns, daf} jedenfalls aus , K,
ist formal- reell® folgt ,, K, 41 ist formal- reell. Daraus schliefit man sofort,

daB Q formal- reell sein muB.

51 Gleichbedeutend dazu ist die Aussage: Aus Em a? =0, a; € , folgt stets a; = 0.

i=1
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Sei K, als formal- reell erkannt; Annahme: K, nicht formal- reell. Dann
bestiinde in K,;; eine Gleichung®?

—1=(a+bV1+e?)?, a,byce K, .
D.h. man hatte
—1l=a’+b+ (60)2 + 2abv/1 + 2

Hierin mufl nun der letzte Term verschwinden, denn andernfalls hatte man
fiir bv/1 + ¢% eine Darstellung als Summe von Elementen aus K,,, was nach
Voraussetzung ausgeschlossen ist.

Daher miite sich -1 in K, doch als Summe von Quadraten darstellen
lassen: Widerspruch. Daher muff auch K, 4, formal- reell sein.

Der Hilbertsche Krper € ist also als pythagordisch erwiesen.

Wir zeigen nun, dafl ) anordenbar ist. Diese Feststellung ist freilich
trivial, wenn man den Hilbertschen Korper als Unterkorper des reellen
Zahlkorpers auffaBt, da alle Unterkérper von R von Haus aus angeordnet
sind. Man kann die Adjunktion von Quadratwurzeln zu einem gegebenen
Korper (z.B. zu Q) aber auch als rein formale Operation betrachten und
von einer Interpretation etwa von v/2 als die reelle Zahl 1,414 . .. absehen.
Dann hat man in der Tat etwas zu zeigen.

Es gilt der Satz, daf ein formal- reeller Kérper auf wenigstens eine Weise
angeordnet werden kann. Da  abzahlbar ist, geniigt es, den Beweis fiir
einen abzahlbaren formal- reellen Korper K zu fithren. Der Beweis sei nur
skizziert; fiir die Details sei verwiesen auf [Pickert, 1951], S. 245.

1. Die Elemente # 0 von K seien mit a{™ (n = 1,2,...) bezeichnet. Bilde
eine Folge von Mengen M (n = 0,1,...) nach folgendem Verfahren:
M© = Menge aller Quadratsummen Y. a? (a; # 0, a; € K; m =
1,2,...);

falls —a™*") nicht in M liegt, wird M(*+") gebildet aus allen Elementen
a4+ a™tb (a,b € M U {0}, ausgenommen a = b = 0), und im anderen
Fall sei M*+1) = M),

2. Man beweist nun durch vollstindige Induktion nach n, daB M eine
Unterstruktur 2 M©) (t=0,1,...,n — 1) von K ist, welche das Nullele-
ment nicht enthalt.

3. Die Vereinigungsmenge P := UnZOM(“) ist wieder Unterstruktur von
K, denn zu zwei Elementen a,b € P gibt es immer eine natiirliche Zahl n

mit a,b e M.

52Beachte, daB wir nur ein einziges Quadrat hingeschrieben haben. Dies reicht aber
tatsdchlich aus, weil in dem Koérper Q beliebige Summen von Quadraten bereits Quadrate
sind.
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4. Jedes a' geniigt einer der Beziehungen o' € P, —a(™ € P; denn wenn
—a'™ nicht in M= liegt, so gilt (™ € M. Da P nicht 0 enthilt, be-
steht fiir jedes Element a € K auch hochstens eine der Beziehungen a = 0,
a € P, —a € P. P erfiillt also die an einen Positivbereich gestellten An-
forderungen. Definiere jetzt eine Anordnung ,>“ durch die Festsetzung:
a > 0 genau dann, wenn a € P.

Ein Element a € Q wird total- positiv genannt, wenn a in keiner An-
ordnung von () negativ ist. Offenbar sind Quadrate total- positiv.

6.4.3 Eine Anwendung.
Wir zeigen: 7 := —6 4 4y/3 ist kein total- positives Element von Q.

Beweis. Wir geben eine Anordnung < von ) an, in der das Element v
negativ ausfallt.

Betrachte den Kérper Q(v/3); es gilt die Kette von Inklusionen Q(v/3) C

K, CQ,da 3 =4/1+(/T+1)2gilt. Sei < die von R auf Q vererbte

Anordnung; in dieser Anordnung ist v/3 > 0. Insbesondere ist auch in
dem Korper Q(\/ﬁ) das Element /3 positiv.

Definiere auf Q(\/ﬁ) die , Konjugation“ o(a + b\/ﬁ) := a — by/3. Die Ab-
bildung o ist ein Korperautomorphismus, d.h. o(¢; + ¢2) = o(e1) + o(c2)
und o(cy - ¢2) = o(¢y) - 0(cy). Wenn II den zu < gehérenden Positivbe-
reich bezeichnet, so gilt offenbar: o(II) ist wiederum Positivbereich, d.h.
durch die Festsetzung: ¢ < 0 1 ¢ € o(Il) & 07 (¢) < 0 wird eine neue
Anordnung von Q(v/3) festgelegt. Man erkennt: In der neuen Anordnung
fallt /3 negativ aus, v/3 < 0. Weiter gilt unverdndert 0 < 2; folglich hat
man /3 < %, also auch 4v/3 < 6. Mithin ist das Element v =—6+ 43
in der neuen Anordnung negativ. Beachte nun, daf sich die Anordnung <
auf ganz () fortsetzen 1aBt; es gilt ndmlich der

Satz. Sei K ein formal- reeller Korper, . O K eine Korpererweite-
rung, A7, = Menge derjenigen Anordnungen von K. die sich auf L. fortset-
zen lassen. Dann ist Ay, genau dann leer, wenn L nicht formal- reell ist
([Diller, 1963], S. 3).

Daher ist v nicht total- positiv und kann somit auch kein Quadrat sein.
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7 Protogeometrie und freie Beweglichkeit

7.1 Einfiihrung

In Hilbert- Ebenen gilt die freie Beweglichkeit: zu je zwei inzidenten Paa-
ren Punkt und Gerade P, g und P’, g’ gibt es eine (per definitionem kon-
gruenzerhaltende) Bewegung, die P in P’ und zugleich g in g’ tiberfiihrt.
Eine Bewegung ist dabei definiert als Kollineation, welche die Anordnung
und die Kongruenz der Hilbert- Ebene erhalt.

Es 1a8t sich nun fir Hilbert- Ebenen der Satz beweisen, daB je zwei Punk-
te einen Mittelpunkt und je zwei sich schneidende Geraden eine Winkel-
halbierende haben.”Mittelpunkt und Winkelhalbierende sind abgeleitete
Begriffe, die mithilfe der Kongruenz oder gleichbedeutend bewegungstheo-
retisch zu erklaren sind: Der Mittelpunkt etwa teilt eine Strecke in zwei
kongruente Teilstrecken, und es gibt eine Bewegung, welche die beiden
Teilstrecken ineinander tiberfiihrt. Analoges gilt fir die Winkelhalbieren-
de.

Wir stellen uns die Frage, ob sich diese Feststellung in gewisser Weise
umkehren laBt: Angenommen, wir hiatten eine ebene Geometrie konstru-
iert, in welcher die Hilbertschen Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfiillt
sind; ferner gebe es eine Orthogonalitétsrelation auf der Menge der Ge-
raden dieser Geometrie. Und schlieBlich sei zu je zwei sich schneidenden
Geraden die Winkelhalbierende (in dem oben erkldrten abgeleiteten Sinn
°1) definiert. Gilt dann in dieser Geometrie die freie Beweglichkeit ?

Diese Frage ist fiir die Protogeometrie nicht unwichtig: Nach Loren-
zen namlich besteht die ebene absolute Protogeometrie genau aus einem
solchen System von Punkten und Geraden, das durch die Inzidenz- und
Anordnungsaxiome Hilberts, einer symmetrischen Orthogonalitéatsrelation
sowie durch die Konstruierbarkeit der Winkelhalbierenden charakterisiert
ist.

Auch Lorenzens Winkelhalbierende ist ein abgeleiteter Begriff: sie ist er-
klart als Fixgerade derjenigen involutorischen ebenen Bewegung (,,Klap-
pung®), welche die Schenkel des Winkels miteinander vertauscht.”

Die praktisch hinreichend genaue Realisierbarkeit der Winkelhalbie-

renden leitet sich bei Lorenzen ab aus der Méglichkeit, zu gegebenen Gera-

%3Vgl. [Hilbert, 1962], Kap.1,§6. (Folgerungen aus den Axiomen der Kongruenz), Satz 26
und Folgerungen.

5 Da die Hilbertsche Kongruenz nicht notwendigerweise in unserer Geometrie gegeben ist,
schwéche man die die Winkelhalbierende definierende Bewegung dahingehend ab, dafl sie statt
kongruenzerhaltend lediglich orthogonalititserhaltend sein soll.

%[Lorenzen, 1984], S. 42- 43. Bemerkung: Eine Abbildung einer Menge auf sich heifit in-
volutorisch, wenn sie von der Identitdt verschieden, ihr Quadrat aber die Identitit ist. Die
protogeometrischen Klappungen sind involutorisch: siehe [Lorenzen, 1984], S. 48.
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den h, h’ ein sogenanntes , Thalesviereck® konstruieren zu kénnen, in dem
h und h’ die Diagonalen bilden: , Die Winkelhalbierenden sind ... durch
das Thalesviereck mithilfe der Orthogonalitét definierbar®([Lorenzen, 1984],
S. 71). ,Das Thalesviereck ist dadurch definierbar, daf es durch seinen
Mittelpunkt (d.h. den Schnittpunkt der Diagonalen) zwei zueinander or-
thogonale Geraden gibt, die jeweils orthogonal zu gegeniiberliegenden
Vierecksseiten sind. In Fig. 23 sind diese 5 definierenden Orthogonalititen
eingezeichnet“ (ebd., S. 48). Vgl. [Lorenzen, 1977], S.97: , Fiir jeden schon
konstruierten Winkel 148t sich in der Tat die Winkelhalbierende allein
durch Orthogonalitat definieren ( ... ) Als Konstruktionspostulat —man
spricht auch von Existenzpostulaten— sei die Konstruierbarkeit der Win-
kelhalbierenden fiir jeden schon konstruierten Winkel gefordert. Dieses
Postulat rechtfertigt sich —wie die Definition der Ebene und der Orthogo-
nalitat— aus der technisch hinreichenden Realisierbarkeit.*

h

h7
Abbildung 14: Das Thalesviereck

Durch Hinzunahme des Formprinzips, welches die Existenz ahnlicher,
nicht kongruenter Figuren postuliert, entsteht die spezifisch euklidische
Protogeometrie, die sich allerdings von der euklidischen Schulgeometrie
noch unterscheidet, wie wir oben festgestellt haben. Aus dem Formprin-
zip behauptet Lorenzen seinen sogenannten ,Speziellen Parallelensatz“
bewiesen zu haben: ,Zwei Geraden, die eine dritte einmal orthogonal,

einmal nicht- orthogonal schneiden, schneiden sich.“%%

Sodann gibt Lorenzen eine Konstruktionsméglichkeit fir den Mittel-
punkt M einer beliebigen Strecke AB an. Diese Konstruktion verkniipft
die Halbierbarkeit des Rechten Winkels und den speziellen Parallelensatz,
um ein rechtwinklig- symmetrisches Dreieck iiber der gegebenen Strecke
zu errichten.”

Zunéchst fihrt Lorenzen folgende ,Pra- Mittelpunktskonstruktion®
aus: Geht man von der Strecke AM aus, so hat man zunachst die Or-

thohalbierende in A zu konstruieren. Aus dem speziellen Parallelensatz

¢[Lorenzen, 1984], S. 106.
*"[lorenzen, 1984], S. 75 (zweiter Absatz) und S. 110 unten.
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A M B

Abbildung 15: Die Mittelpunktskonstruktion

folgt, daBl diese das Lot auf AM durch M in einem Punkt C schneidet.
Entsprechend schneidet dann die Orthohalbierende in C die Verbindungs-
gerade AM in einem Punkt B. Dann heile M der Mittelpunkt der Strecke
AB.

Hierauf folgt die eigentliche Erklarung des protogeometrischen Mittel-
punktes: ,Um M von AB ausgehend zu konstruieren, braucht man nur
die Orthohalbierenden von A und B aus zum Schnitt zu bringen —die Exi-
stenz des Schnittpunktes C ist allerdings wieder spezifisch euklidisch und
daher erst in §4 beweisbar. Die Orthogonale ... [auf AB durch C] schnei-
det im gesuchten Mittelpunkt M ([Lorenzen, 1984], S. 75).

Die Ausfithrbarkeit der Mittelpunktskonstruktion 1at sich spiegelungs-
geometrisch bestatigen: Wie wir wissen, folgt aus dem Formprinzip das
Rechtseitaxiom, also die Existenz eines Vierecks mit vier Rechten Win-
keln. Dieses zieht in der Hjelmslevschen Spiegelungsgeometrie den Satz
nach sich, daf} in einem Vierseit mit drei Rechten Winkeln auch der vierte
stets ein Rechter Winkel ist.”® Da sich in der absoluten Geometrie zwei
zueinander senkrechte Geraden schneiden miissen, folgt insbesondere: Je-
des Vierseit mit drei Rechten Winkeln schliet sich.

Dann 148t sich der entscheidende Satz beweisen: Schneiden sich zwei
Geraden halbrechtwinklig, so schneidet jedes Lot der einen die andere.

Beweis (Bachmann).? Seien g, j Geraden, welche sich halbrechtwinklig
schneiden, und sei 1 ein Lot auf g. Man spiegele g, 1 an j. Dann bilden
1, g, 0j(g), o;(I) ein Vierseit mit drei Rechten Winkeln. Nach der obigen
Folgerung aus dem Rechtseitaxiom haben 1 und (/) einen Punkt gemein;
dieser geht bei der Spiegelung an j in sich tiber und liegt daher auf j.

Damit ist Lorenzens Pra- Mittelpunktskonstruktion noch einmal abge-
sichert worden, freilich unter der Annahme, daf} die ebene Protogeometrie
ein Modell der Spiegelungsgeometrie sei. Dem wollen wir cum grano sa-

®8Siehe [Bachmann, 1973], S. 111 f.
*¥[Bachmann, 1964], S. 175 f.
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lis zustimmen, da die Hjelmslev- Bachmannsche Spiegelungsgeometrie mit
Inzidenz, Orthogonalitiat, dem Spiegelungsaxiom (,,An jeder Geraden gibt
es wenigstens eine Spiegelung®) und dem sogenannten Satz von den drei
Spiegelungen (,Die Aufeinanderfolge von Spiegelungen an drei Geraden
a, b, ¢, welche einen Punkt oder ein Lot gemein haben, stimmt mit einer
Spiegelung an einer Geraden d {iberein®) auskommt. Der Satz von den
drei Spiegelungen ist fiir den Aufbau weiter Teile der Theorie entbehr-
lich und schlieBt nur einige wenige , pathologische® Geometrien aus. Das
Spiegelungsaxiom ist fiir die Protogeometrie Lorenzens vollig unproble-
matisch, denn die Existenz einer Klappung oder Spiegelung an beliebigen
Geraden ist durch die Elementargeometrie, S. 42- 43, verbiirgt.

Wir wollen jetzt als Erstes der Frage nachgehen, inwieweit Winkelhal-
bierende und Mittelpunkt voneinander abhéngig sind. Dazu werde von
wie auch immer gearteten Parallelensdtzen zunachst ganzlich abgesehen.
Es wird sich dann herausstellen, dafl man zumindest nach Fallenlassen
der Hilbertschen Anordnungsaxiome eine ebene Geometrie konstruieren
kann, welche zwar tiber die Winkelhalbierenden verfiigt, in der die Mittel-
punktsexistenz aber nicht allgemein besteht. Diese Geometrie ist wesent-
lich hyperbolischen Charakters.

Wir hatten in Kapitel 5 festgestellt, dal das Formprinzip gleichbedeu-
tend ist mit der Existenz eines Rechtseites. Fiir die von Lorenzen vorge-
schlagene Mittelpunktskonstruktion geniigt dann offensichtlich sogar die
Halbierbarkeit des Rechten Winkels aus; Anordnungsfragen spielen dabei
keine Rolle. Die Anordnungsaxiome, allen voran das Pasch- Axiom, wer-
den wichtig, wenn man das Rechtseitaxiom nicht in die Voraussetzungen
mitaufnehmen mochte: Man kann namlich zeigen, dafl schon in metrisch-
nichteuklidischen Spiegelungsebenen® mit Anordnung die Mittelpunkt-
sexistenz aus dem Vorhandensein der Winkelhalbierenden gefolgert wer-
den kann.®! Dann herrscht in der metrischen Ebene freie Beweglichkeit.
Es gilt namlich: Eine metrische Ebene besitzt freie Beweglichkeit, wenn

%in denen die Negation des Rechtseitaxioms gilt!
b1Siehe [Diller, 1970], S. 200, Satz 7.2. Die in dem Satz geforderte Konvexitit der metrischen
Ebene wird durch das Pasch- Axiom sichergestellt.
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jedes Punktepaar einen Mittelpunkt und jedes sich schneidende Geraden-
paar eine Winkelhalbierende besitzt ([Bachmann, 1973], S. 124 ff.).

Insofern soll das Beispiel fiir die Bedeutung der Anordnungsaxiome

sensibel machen, gerade auch fiir den Fall, da} einem das Formprinzip
nicht ausreichend gesichert erscheint. Und dies trifft in der Tat selbst fiir
Protophysikvertreter zu; Janich z.B. gehort dazu.
Auf der anderen Seite gibt Lorenzen eine unseres Erachtens nicht be-
friedigende Begriindung der Anordnungsaxiome, speziell des Axioms von
Pasch. Das Pasch- Axiom wird in der ,Elementargeometrie* (S. 66 f.)
mit folgender Aussage gleichgesetzt: Wenn zwei Punkte A und B auf ver-
schiedenen Seiten einer gegebenen Geraden g liegen und C ein nicht mit
g inzidierender Punkt ist, so liegt C entweder auf derselben Seite von g
wie A oder auf derselben Seite von g wie B. Dies ist gewil aber keine
aquivalente Formulierung des Pasch- Axioms, wie es bei Hilbert steht und
seitdem im Aufbau der Geometrie benutzt wird.

7.2 Konstruktion der pseudo- hyperbolischen Ebene 7

Wir erinnern zunéchst daran, dafl hyperbolische Ebenen Hilbert- Ebenen
sind. Insbesondere gilt im ebenen Kleinschen Modell der hyperbolischen
Geometrie also der Satz, dafl alle Winkel halbierbar sind und zwei Punkte
stets einen Mittelpunkt haben. Der Koordinatenkérper mufl notwendiger-
weise euklidisch sein, d.h. jedes positive Element von K ist Quadrat.%?
Dies folgt daraus, daf§ die Bedingung fiir die Existenz von Schnittpunk-
ten einer hyperbolischen Geraden mit dem Lichtkegel auf das Lésen einer
quadratichen Gleichung fiihrt.

Wir konstruieren nun eine ,pseudo- hyperbolische® Geometrie iiber
dem minimalen pythagoriischen Erweiterungskorper (2 der rationalen Zah-
len. Die Idee dazu stammt von F. Bachmann ([Bachmann, 1973], S. 281).

Sei P(Q) der zweidimensionale projektive Raum iiber dem Koérper €2,
H C P,(R?) die Menge der Punkte p = m(z) mit ¢(z) = —zi + 235+ 23 < 0.
Ein Punkt P € ‘H gehore dann und nur dann zur pseudo- hyperbolischen
Geometrie T, wenn alle Geraden durch P den Lichtkegel £ = {n(z) €
P;(2)/ q(z) = 0} treffen. Als Geraden unserer Geometrie 7T verstehen
wir diejenigen Teilmengen von Punkten aus 7, die auf H- Treffgeraden
liegen, also auf Geraden, die den Lichtkegel in zwei Punkten schneiden.
Diese Geradendefinition stellt, wie wir bald sehen werden, sicher, daf} zu
zwel beliebig vorgegebenen Geraden stets auch eine Winkelhalbierende

%2Man nennt euklidische Kérper daher auch Quadratwurzel- Kérper.
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existiert. Obige Definition der Punkte von 7 wird in der Spiegelungsgeo-
metrie als , Zugehorigkeitsbedingung® bezeichnet.®?
Als Inzidenz tibernehmen wir die von ‘H auf T vererbte Inzidenz.
Weiter sollen zwei Geraden der Teilgeometrie 7 zueinander ortho-
gonal heiflen, wenn dies von ihren Trigergeraden beziiglich der hyper-
bolischen Orthogonalitidt in H gilt: Die Geraden g: f(u,z) = 0 und
h: f(v,z) = 0 (wobei f die symmetrische, nichtentartete Bilinearform
flz,y) = —z1y1 + x2y2 + x3ys bezeichnet) sind also zueinander orthogo-
nal, wenn f(u,v) = 0 ist.
SchlieBlich heifie h die Winkelhalbierende zu dem Paar (g;, g2) (mit S =
g1 N g2, S € h), wenn es eine involutorische Abbildung o aus P(O(1,2))
gibt derart, daB o(h) = h, o(g1) = g- gilt.

Wir kénnen uns die pseudo- hyperbolische Geometrie veranschauli-
chen, indem wir die Geraden und Ebenen des §° mit der (affinen) Ebene
Hy = {(z1,22,73)/ x1 = 1} schneiden. Man erkennt: Die pseudo- hyper-
bolische Geometrie T ist Teilmenge des offenen Einheitskreises 2 +y* < 1
der euklidischen Ebene H;. Inzidenz und Anordnung stimmen mit derje-
nigen der affin- euklidischen Ebene H; iiberein. Die Polaritat in Py(12)
driickt sich in H; einfach als euklidische Polaritat beziiglich des Kreises
K : 2?4+ y* =1 aus. D.h., um zu einer Geraden g das Lot h etwa durch
den Punkt P zu finden, hat man die beiden Tangenten an X durch die
Punkte 51,5 (mit S; = gN K, Sz = ¢ N K) zum Schnitt bringen (der
Schnittpunkt der Tangenten sei G; dies ist der Pol der Geraden g). Das
Lot h ergibt sich dann als Verbindungsgerade PG.

S

Sa

Ist g Durchmesser von K, so liegt der Pol G von g auf der unendlich
fernen Geraden von H;. Die Geraden g,h sind insbesondere genau dann im
euklidischen Sinne zueinander orthogonal, wenn h durch den Mittelpunkt

O = (1,0,0) von K geht.

%®Siehe [Pejas, 1961], S. 214. Die Zugehérigkeitsbedingung spielt eine Rolle bei der Alge-

braisierung synthetisch gegebener Spiegelungsgeometrien.
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Bevor wir die Axiome der Reihe nach iiberpriifen, wollen wir uns
zunachst klarmachen, dafl jedenfalls die Winkelhalbierende in unserem
Modell T stets existiert.

Dazu iiberlegen wir uns vorab, wie sich die Forderung, daf} jede Gerade
aus H den Lichtkegel £ in zwei Punkten treffen soll, algebraisch ausdriickt.

Seien eine Gerade g und der Lichtkegel gegeben durch

g - f(uv‘r =0,
L : g(z)= f(z,z)=0.

Es gilt [ € g N L genau dann, wenn f(u,l) = 0 und ¢(/) = 0. Seien
u = (ur,uz,us), L = (l1,12,13). Aus [ € L folgt l; # 0, und wir kénnen den
»Punkt® 1 ohne Einschrankung zu [ = (1,3, l3) ansetzen. Der Vektor u ist
raumartig; es ist daher nicht notwendig u; # 0. Jedenfalls u # (0,0, 0);
etwa us # 0.
Wir haben die beiden Gleichungen

—r

= flu,l) = —uy + usly + usls,
= ql) = -1+ +15.
Man l6se nach I3 auf, d.h. I3 = % Dies setze man in die zweite

Gleichung ein und rechne die verbleibende Unbekannte [, mithilfe qua-
dratischer Erganzung aus:

(Ul — Uglg)z

1 = GB+l3=105+ -
us
Sud = ulll 4 ud = 2uyugly + ulll
- 2,2
G0 = Bop ey, W)
(u3 + u3) (u3 + uj)
=
, = Wt Voutui — (uf —ud)(ud + uj)
(uj + u3)
 wup /—udud 4 udud + ul
- (u3 + u3)
uruz + uszy/q(u)

(u} + uf)

Man sieht, dafl die Gerade den Lichtkegel genau dann in zwei verschie-
denen Punkten trifft, wenn ¢(u) Quadrat ist.
Falls u; = 0, hat man ¢(u) = uj + u3, also ist g(u) Quadrat, denn Q
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ist pythagoraisch. Bemerke, daff v = (0, u2,u3) dann und nur dann Pol
einer Geraden f(u,z) = 0 ist, wenn die Gerade durch den Nullpunkt
O = (1,0,0) von H; geht. Mit anderen Worten, alle mit O inzidenten
Geraden sind Treffgeraden, und O ist ein Punkt der Teilgeometrie T .

Seien jetzt zwei Geraden hy, hy C T mit Schnittpunkt S € T gegeben.

hy werde durch f(vy,z) = 0 beschrieben, und hy durch f(vq,z) = 0. Es
sei u = v1 4 vy. Nach Voraussetzung diirfen wir, da /g(v1) und /q(v2)
existieren, annehmen, dafl v; und vy auf ¢(v;) = ¢(vz) = 1 normiert
sind. Da sich hy und Ay in S schneiden sollen, gilt f(vq,v2) > 0, d.h.
q(u) = 2(1 4 f(vi,v2)) kann nicht Null sein.
Betrachte dann die Spiegelung o,(z) = = — Z%U an der Geraden
f(u,z) = 0. Weil g mit dem Punkt S € T inzidiert, gehort diese Gerade
zur Teilgeometrie. o, induziert offenbar eine involutorische Projektivitat
¥, = P(o,) aus P(O(1,2)).

Wir zeigen schliefllich, daB ¥,(h;) = hq; da ¥, involutorisch ist, folgt
daraus unmittelbar ¥,(hy) = hy. Da aber ¥, die Menge T auf sich abbil-
det (denn es gilt ¥,(L) = £), haben wir dann das Resultat: Die Gerade
g ist die gesuchte Winkelhalbierende.

Sei z € hy,also f(vy,z) = 0. Es 1aBt sich leicht einsehen, daB f(vy, 0,4(z2)) =
0 ist:

flu, z) .
oy T

f(Uz,Z)

J(v2,04(2)) = [flvz,2) =2

= flvg,2) =2

f(UQ,U)

q(u)
_ f(w,z)[1—2f(q”(2)“>]
— f(vg )1 — of (01 U;()J)_ Q(Uz)]
= f(va2)1 Qf(vlc;zzgﬂ]

Fazit: Die Existenz der Winkelhalbierenden ist jedenfalls gewahrlei-
stet, wenn ¢(vy),q(vz) Quadrate, d.h. wenn h; und hy Treffgeraden sind.
Dies ist der Grund, weshalb wir zur Teilgeometrie nur Geraden mit dieser
Eigenschaft zahlen wollen.
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Wir geben noch eine algebraische Charakterisierung der Punkte der
Teilgeometrie. Sei @ = (1,xq,23) ein Punkt mit 23 + 23 < 1, und g :
f(u,y) = 0 eine mit x inzidierende Gerade, d.h. —u; + uyzy + uzzrs = 0.
Dann und nur dann ist g Treffgerade, wenn ¢(u) Quadrat ist. Wir fragen:
Unter welcher Voraussetzung ist jede mit x inzidente Gerade Treffgerade?
D.h. wann ist g(u) ein Quadrat in €, sofern u die eine Zusatzbedingung

Uy = ugxy + uzxs befriedigt?

Man erkennt, daff sich diese Bedingung im Falle = (1,0,0) u; = 0
liest, woraus sofort folgt, dal \/q(u) stets existiert.
Der Fall uy = uz = 0 kann nicht eintreten, weil dann u der Nullvektor
sein miiBte. Also gilt uj + uj # 0, und wir kénnen ¢(u) folgendermafBen
schreiben:

(ugxy + U3$3)2]

q(u) = (ug + ug)[l - (ug T u%)

Der Punkt x wird demnach genau dann zu 7 gehoren, wenn der Ausdruck

(ugzs + uzws)?

1 —
(u +u2)

Quadrat ist. Aufgrund der Pythagoréizitat von € ist dies natiirlich gleich-
bedeutend mit der Forderung,

(ug + ug) — (u2:v2 + u3:v3)2 (54)

moge Quadrat sein fur beliebige uz, us aus ().

Es sei noch auf eine zweite Charakterisierung der Punkte unserer
pseudo- hyperbolischen Geometrie hingewiesen: Ein Punkt aus H gehort
genau dann zu 7, wenn es ein Paar orthogonaler Treffgeraden gibt, die
mit dem Punkt inzidieren. Zum Beweis bemerken wir, dafl der Pol w einer
beliebigen mit dem in Rede stehenden Punkt inzidente Gerade eine Line-
arkombination der Pole u,v der zueinander senkrechten Treffgeraden ist;
nach Voraussetzung sind ¢(u) und ¢(v) Quadrate. Es ist w = Au+ pv, und
daher berechnet sich ¢(w) zu g(w) = Aq(u) + p*q(v). Daraus entnimmt
man, daBl ¢(w) Quadrat ist. Das ist die Behauptung.

7.3 Die Hilbertschen Inzidenzaxiome in der pseudo- hyperbo-
lischen Geometrie

Wir wollen nun zusehen, ob die pseudo- hyperbolische Geometrie T, ab-
gesehen von irgendwelchen Anordnungstatsachen, ein Modell der ebenen
absoluten Protogeometrie darstellt.
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Schauen wir uns also zuerst die Hilbertschen Inzidenzaxiome an. Es ist
klar, daBl bei Eindeutigkeitsaussagen wie dem Axiom I 2. nichts zu bewei-
sen ist, da die entsprechende Aussage ja schon in der die Teilgeometrie
enthaltenden euklidischen Ebene Q% erfiillt ist. Axiom T 1. verlangt, daB
zu je zweil Punkten stets eine Verbindungsgerade existiert. Sind A und B
Punkte von T, so sei g die Q?- Gerade, die beide Punkte enthilt. Weil nun
jede mit A (oder B) inzidente Gerade nach Voraussetzung den Einheits-
kreis trifft, gilt dies insbesondere fiir g. Daher ist g die gesuchte Gerade.

Es gibt wenigstens drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen:

Die Punkte O = (1,0,0), P, = (1, %,0), P, = (1,0, %) sind nicht kollinear,
und sie gehoren zu T.
Den Nachweis des ersten Teils des Axioms [ 2. erbringen wir im Anschlufl

an die Verifikation der Orthogonalitdtsaxiome in Kapitel 7.2.

7.4 Die Orthogonalititsaxiome
7.4.1 Die Orthogonalititsaxiome der ebenen absoluten Geometrie

Die Axiome der Orthogonalitit, wie sie standardméaBig in der ebenen ab-
soluten Geometrie ohne Kongruenz formuliert werden ([Sperner, 1959], S.
6), sind:

O 1: Ist die Gerade g senkrecht zu der Geraden h, so ist auch h senkrecht
Zu g.

O 2: Senkrechte Geraden haben einen Punkt gemein.

O 3: Durch jeden Punkt gibt es zu jeder Geraden genau eine Senkrechte.

Von der ebenen absoluten Protogeometrie, in der die Orthogonalitit
anstelle der Kongruenz als Grungrelation eingefithrt worden war, wird
man verlangen, dafl O 1 bis O 3 erfillt sind.

7.4.2 Giiltigkeit der Orthogonalitidtsaxiome in der pseudo- hyper-
bolischen Geometrie

Bekanntlich gelten die genannten Orthogonalitdtsaxiome in der ebenen
reellen euklidischen und hyperbolischen Geometrie; dort sind die Axiome

Folgerungen aus den Axiomengruppen I - III Hilberts.
Wir machen uns zunéchst klar, dal O 1, O 2, O 3 in der Geometrie H
tiber dem Korper K((t)) erfullt sind.

O 1 folgt unmittelbar aus der Symmetrie der Bilinearform f.
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Zum Beweis von O 2 nehmen wir uns zweil zueinander senkrechte Ge-
raden g, h her; sie seien beschrieben durch

g+ Jluz)=0,

h : f(v,z)=0; f(u,v)=0.
Die Vektoren u und v sind raumartig; span(u,v) besteht bis auf den Null-
vektor nur aus raumartigen Vektoren: Sei ndmlich z = Au 4 pv, dann ist
q(z) = Nq(u) + p*q(v), also in der Tat g(z) > 0.
Bevor O 2 verifiziert wird, soll das folgende Lemma bewiesen werden, das
wir tibrigens in umgekehrter Richtung und im Falle K = R schon einmal,

namlich in Kap. 4.5 (S. 30) benutzt haben.

Lemma : Wenn span(u,v) nur aus raumartigen Vektoren besteht, so ist
der (eindimensionale) Unterraum ut N vt zeitartig.

Beweis. Sei u™ Nvt = Q.& wir haben zu zeigen, daf§ ¢(¢) < 0 gilt.
Annahme (i): £ ist raumartig. Dann muB &+ = span(u,v) einen zeitarti-
gen Vektor enthalten (das liefert dann den Widerspruch): denn jedenfalls
gilt % = (2.6) + &5 In O gibt es ¢ mit ¢(¢) < 0; andererseits existieren
A€ K und x € €1, 50 daB ¢ = A + x. Es folgt q(¢) = Aq(€) + q(x),
d.h. es muB notwendig g(x) < 0 gelten. Also enthilt £ einen zeitartigen
Vektor.

Annahme (ii): ¢ ist lichtartig. Dann gilt £ € &+ = span(u,v): Wider-
spruch.

Aus dem Lemma folgt nun die Giiltigkeit von Axiom O 2: Beachte
ut =g, vt =h,dh.gNh CH.

SchlieBlich bestitigt man auch O 3 fiir die Geometrie H. Seien eine
beliebige Gerade g C H sowie ein Punkt z € ‘H gegeben; g sei dargestellt
durch f(u,z) = 0. Bezeichne h die die Punkte u und z verbindende Gera-
de. Da f nichtentartet, gibt es einen (raumartigen) Vektor v derart, daf
h in Form der Gleichung f(v,z) = 0 gegeben wird. Offenbar gilt g L h.
AuBlerdem ist h durch die beiden Bedingungen z € H, h L ¢ eindeutig
bestimmt. Man hat fir v = (v1,v9,v3) das homogene lineare Gleichungs-
system

f(u7 U) = 07
f(z,v)=0.
Da w,z linear unabhangig sind, ist der Rang dieses Gleichungssystems

gleich 2, also ist v bis auf einen Proportionalitidtsfaktor eindeutig festge-

legt. Es folgt die Behauptung.
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Wir sind jetzt in der Lage, die samtlichen Orthogonalitdtsaxiome auch
fiir die pseudo- hyperbolische Geometrie 7 zu bestatigen.
Axiom O 1 ist auf jeden Fall klar.
Zu O 2 bemerke, daB§ nur noch zu zeigen ist, daB der (in H existierende)
Schnittpunkt zueinander senkrechter Geraden sogar in 7T liegt. Dies folgt
sofort aus der Tatsache, dafl der Schnittpunkt mit einem Paar orthogona-
ler Treffgeraden inzidiert.
Um Axiom O 3 zu verifizieren, geniigt es, die in dem Axiom enthaltene
Existenzaussage nachzuweisen, d.h. es gibt durch jeden Punkt zu jeder Ge-
raden wenigstens eine Senkrechte. Seien zu diesem Zweck z € T, g C T,
g : f(u,z) = 0 vorgelegt. Die Verbindungsgerade h der Punkte u und z
ist zu g senkrecht; da z € h, ist also h Treffgerade, die mit wenigstens
einem Punkt aus 7 inzidiert. Das ist die Behauptung.

Wir sind jetzt in der Lage, die Teilaussage des Inzidenzaxioms I 2.:
»Auf jeder T- Geraden liegen wenigstens zwei Punkte“ zu bestétigen.
Es ist zu zeigen: Jede H- Gerade, die wenigstens einen Punkt P aus T
enthalt, inzidiert noch mit einem weiteren Punkt aus 7.
1. Fall: Die Gerade enthilt den ,Nullpunkt* O = (1,0,0) nicht.
Falle das Lot 1 durch O auf die betrachtete Gerade g. Der LotfuBpunkt F
gehort nach der zweiten Charakterisierung der 7- Punkte ebenfalls zu 7.
Wenn F von P verschieden ist, sind wir fertig. Gelte also /' = P. Dann
bezeichne ¥; die Spiegelung an 1. Es muf} einen Punkt R € 7T geben,
der kein Fixpunkt der Spiegelung ¥, ist.%* Folglich ist R ¢ [. Fille jetzt
das Lot k durch R auf g; dann ist der LotfuBlpunkt S = £ N g von O
verschieden, weil R nicht auf 1 liegt.
2. Fall: Die Gerade inzidiert mit dem Nullpunkt.
Wir sind fertig, wenn P von O verschieden ist. Gelte also P = 0. Es gibt
sicher einen Punkt Q mit Q € T, @ ¢ g; félle das Lot 1 auf g durch Q.
Der LotfuBBpunkt F gehort dann zu 7. Falls F' # O, sind wir fertig. Gelte
F = O; sei ¥; die Spiegelung am Lot |. Es existiert ein Punkt R € T,
welcher kein Fixpunkt von ¥; ist. Wir wenden nun das Argument von

vorhin an.

7.5 Der Mittelpunkt
7.5.1 Spiegelungsgeometrische Voriiberlegung zum Mittelpunkt

In der Spiegelungsgeometrie ist der Mittelpunkt einer Strecke AB defi-
niert als der Fixpunkt derjenigen involutorischen Bewegung der Geraden

% Dies folgt aus der Tatsache, daBl es an jeder T- Geraden wenigstens eine Spiegelung gibt.
Spiegelungen sind aber per Definition von der ldentitdt verschieden!
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AB auf sich, welche die Punkte A und B miteinander vertauscht.®®

Seien A, B zwei Punkte von 7. Es gibt eine notwendige Bedingung
fiir die Existenz des Mittelpunktes M der Strecke AB (M~ bezeichne den
auf der Geraden g = AB liegenden zu M polaren Punkt; DV ist das
Doppelverhiltnis):

DV(A,B,M,M"*) = —1, (55)

d.h. die Punktepaare A, B und M, M~ miissen sich harmonisch trennen.

Beweis. Nach Definition des Mittelpunktes ist Folgendes zu zeigen: Fir
die involutorische Projektivitdt ¥y; der Geraden ¢ = AB mit Fixpunkt
M und Eu (L) = L gilt

DV(A,Sn(A), M, M*) = —1. (56)

Dies ist eine wohlbekannte Beziehung zwischen Urbild und Bildpunkt in-
volutorischer Projektivitaten einer projektiven Geraden, welche zwei Fix-
punkte haben.®® Beriicksichtige, daB Y3, den Lichtkegel invariant lassen
soll, d.h. der zugehorige Vektorraumisomorphismus o, : Q? — Q? mit
Fixgerade Q.m, M = m(m), liegt in O (1,1). Daraus folgt unmittel-
bar, daB ¥ nicht nur M, sondern auch M+ zum Fixpunkt hat, denn
0m(Q.m) = Q.m impliziert o, ({Q. m}+) = {Q.m}*.

Die Doppelverhéltnisbedingung soll nun mit den Korperelementen ¢(a)
und ¢(b) (A = mw(a), B = w(b)) in Beziehung gebracht werden.
Da M und M* auf der Verbindungsgeraden g = AB liegen sollen, muf} es
Ap € Q@ mit A,y # 0 geben derart, daf

M = Tr(/\.a—l—b),
Mt = m(p.a+b).

Aus der Bedingung der polaren Lage der Punkte M und M* folgt damit
0 = Mgla) + (A -+ ) f(a,b) + g(8) (57)

Eine zweite Gleichung ergibt sich aus der Formel fiir das Doppel-
verhéltnis. Wir bemerken dazu, daf die folgende Gleichung eine explizite
Berechnung des Doppelverhéltnisses erlaubt:

B o

DV (z,y, a1z + gy, iz + Boy) = — : —.
B2 ay

5%Kine ausfiihrliche Darstellung der Spiegelungsgeometrie auf dem Stand zu Beginn der

Siebziger Jahre gibt [Bachmann, 1973].
%6Siehe 7.B. [Samuel, 1988], S. 62 (Theorem 30).
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Damit erhalten wir aus der Beziehung —1 = DV (A, B, M, M*):
o
1=
: (5%)
Die Gleichungen und zusammen implizieren daher
0=—Ng(a)+q(b),
das heif}t,

IO (59)

qla

S~—r

Betrachte jetzt in der pseudo- hyperbolischen Ebene die beiden Punkte
A = (1,0,0), B = (1,21,0). Gesucht sind zwei Punkte M, M+ auf der

19209
Geraden AB, die zueinander polar sind und die Eigenschaft haben, dafl
sich A, B einerseits und M, M+ andererseits harmonisch trennen. Diese

Forderungen werden in den Gleichungen ausgedriickt

m=MXa-+b (60)

m* = pa+b (61)

f(m,mJ‘) =0 (62)
DV(A,B,M,M*) = —1 (63)

Man findet: M = (1,2 —/3,0) und M+ = (1,2 + v/3,0). Aber M
gehort nicht der Teilgeometrie an. Um dies einzusehen, falle man das Lot
[: f(v,z) = 0 durch M auf die Verbindungsgerade g = AB; letztere hat
den Pol e3 = K = (0,0,1). Damit ist | gegeben als Verbindungsgerade der
Punkte M und K, d.h. v = KAm = KA (14 (2— \/g)J) Man erinnere sich

an die Multiplikationsliste des hyperbolischen Vektorproduktes. Es ergibt
sich

- J+(2—\/§)|
= (2—+/3,1,0).

Damit 1 Treffgerade sein kann, ist notwendig, daB q(v) Quadrat ist. Nun
errechnet man ¢(v) = —6 + 44/3. In Kapitel 6, Abschnitt 4.3, war aber
gezeigt worden, daB v = —6 + 4¢/3 in Q kein Quadrat ist. Folglich ist
das Lot keine Treffgerade, und M gehort nicht zu 7. Die Strecke AB hat

demnach in 7 keinen spiegelungsgeometrischen Mittelpunkt.
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A=(1,0,0) M & B=(1,%10

1929

7.5.2 Der Mittelpunkt in der Protogeometrie

Wir zeigen: Die Lorenzensche Konstruktion des Mittelpunktes liefert fiir
M dieselben Koordinaten wie die spiegelungsgeometrisch berechneten. Al-
so existiert in dem Beispiel der Mittelpunkt auch protogeometrisch nicht.

u = IAK
= —J=(0,—-1,0);
vo= (|+%J)/\K

1 1
= ) l=(—=,—1,0).
! = (=310

Wir normieren die beiden Vektoren u und v auf ¢(u) = ¢(v) = 1; das

ergibt

v = (0,-1,0);
1 2

- T T =y T T = 0).

Es gibt je zwei Winkelhalbierende durch A und B; w; kann den Pol
es+u = (0,—1,1) oder es—u = (0,1, 1) haben; entsprechend gibt es fiir w,
die beiden Moglichkeiten ez +v = (—%, —%, 1)und e3—v = (%, %, 1).
Im folgenden sollen mit wy, wy auch die Pole der gleichbezeichneten Win-
kelhalbierenden abgekiirzt werden. Dann gilt also wy; = (0,£1,1); wy =
(£1, 2, \/3) Dies ergibt vier verschiedene Vorzeichenkombinationen. An-
schaulich ist es klar, dafl sich die Winkelhalbierenden in genau zwei Féllen
innerhalb von ‘H schneiden werden, und zwar in einem Punkt, der spiege-
lungssymmetrisch beziiglich der Geraden g liegt. In den beiden anderen
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Féillen sollten sich die Winkelhalbierenden auflerhalb des Fundamental-
kreises ‘H treffen. Die Rechnung bestatigt dies. Sei C der Schnittpunkt
der Geraden wy, wq; d.h. €' = (e, ¢z, ¢3) 16st das homogene lineare Glei-
chungssystem

f(wbx) = 07
flwy,z) = 0.

Wahlt man die Vorzeichen in den definierenden Gleichungen von w;
und wy gleichartig, so erhilt man fiir C die Koordinaten C' = (2— V3,1, 1)
baw. C' = (=2 + V3, -1, 1). In diesen beiden Fillen ist der Schnittpunkt
ersichtlich raumartig. Fine gleichartige Vorzeichenverteilung bleibe daher
unberiicksichtigt.

Dagegen ist in den Fallen w; = es+u und wy = e3—V bzw. w; = e3—u und
wy = e3+ V der Punkt C innerhalb von H gelegen; die erste Kombination
ergibt C' = (2 ++/3,1,1), die zweite C' = (=2 — /3, 1, 1).

Wir haben dann das Lot durch C auf g zu errichten. Dazu hat man den
Punkt C mit dem Pol e3 von g zu verbinden. Der Pol z von 1 ist daher
gegeben durch z = e3 A ¢. SchlieBlich sind die Geraden 1 und g zum
Schnitt zu bringen; der Schnittpunkt M 16st also das homogene lineare
Gleichungssystem

f(eBa:L') = 07
f(z,z) = 0.

Fir C = (24 \/3,1,]) erhilt man z = (1,2 4 \/3,0), und die Koor-
dinaten von M werden M = (2 + V3,1, 0). Dasselbe Ergebnis findet man
bei C'= (-2 — V3, -1, 1). Offenbar stimmt der so gefundene Mittelpunkt
mit seinem spiegelungsgeometrischen Pendant iiberein!®7
Daraus folgt: es gibt weder den spiegelungsgeometrischen, noch den pro-

togeometrischen Mittelpunkt der Strecke AB der pseudo- hyperbolischen
Ebene T.

S"Multipliziere den Vektor m = (2 4+ v/3,1,0) mit der Zahl (2 — 1/3).
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8 Zusammenfassung

Janich gelingt es nicht, die euklidische Geometrie auf befriedigende Weise
vor ihren beiden nichteuklidischen Schwestern auszuzeichnen.

Die These, wonach die Keil- Kerbe- Invarianz diese Auszeichnung her-
beifithren wiirde, ist falsch, weil diese Invarianz auch im hyperbolischen
und sogar im elliptischen Raum gegeben ist.

Lorenzens Formprinzip ist zwar wesentlich starker als die Keil- Kerbe-
Invarianz Janichs, denn weder in der hyperbolischen noch in der ellipti-
schen Geometrie gibt es dhnliche nicht kongruente Dreiecke.

Trotzdem reicht das Formprinzip ohne gleichzeitiges Voraussetzen des
Archimedischen Axioms nicht aus, um auf das Parallelenaxiom Euklids
schlieBen zu kénnen: Dehns semieuklidische Ebene ist hierfiir ein Beispiel.

Die Frage nach dem Bestehen der freien Beweglichkeit in der Protogeo-
metrie konnte unter Voraussetzung des Formprinzips positiv beantwortet
werden.

Will man das Formprinzip nicht gelten lassen, so riicken Anordnungsfra-
gen ins Zentrum der Uberlegungen. Das Pasch- Axiom garantiert zunichst
die Konvexitat der Ebene, und die Konvexitit zieht zusammen mit dem
Axiom der Halbierbarkeit aller Winkel die Halbierbarkeit aller Strecken

und damit also die freie Beweglichkeit nach sich.

Es ware daher wiinschenswert, wenn sich die Protophysiker um eine
ihrer Bedeutung angemessenen Begriindung der Anordnung, inshesondere
des Axioms von Pasch, Gedanken machen wiirden. Wir sind der Meinung,
daf dies bisher noch nicht in zufriedenstellender Form geschehen ist.
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