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5 1 EINFÜHRUNG

1. Einführung

Als magnetische Moleküle bezeichnet man i.Allg. Moleküle, deren magnetische Eigen-
schaften auf einige wenige magnetische Zentren zurückzuführen sind. Solche Moleküle
sind mittlerweile in einer Vielzahl synthetisierter Kristalle enthalten. Das generelle Inter-
esse an magnetischen Molekülen beruht nun darauf, dass die magnetischen Eigenschaften
einzelner Moleküle im Kristall quasi isoliert sind. Der Zustand eines Moleküls ist deshalb
direkt auf den Zustand des Festkörpers übertragbar. Als magnetische Zentren eignen sich
besonders Ionen der Eisengruppe. Spin und Bahndrehimpuls der Elektronen dieser Io-
nen unterliegen im freien Ion der Russel-Saunders Kopplung [2]. Im Festkörper wird
erfahrungsgemäß der Bahndrehimpuls durch die Beteiligung der 3d-Elektronen an der
chemischen Bindung ausgelöscht [2]. Die Wechselwirkung der Ionen untereinander ist im
Heisenbergschen Hamiltonoperator

H∼ =
n∑

u,v

Juv~s∼u ·~s∼v (1.1)

eine einfache Funktion der Einzelspinoperatoren ~s∼ 1, ... , ~s∼ n. Die Kopplungskonstanten
Juv bestimmen dabei die Art und Stärke der Wechselwirkung zwischen den Spins zweier
sich naheliegender Ionen. Die Ursache der Kopplung liegt in der unterschiedlich star-
ken Coulombwechselwirkung zwischen Elektronen in den ihnen, je nach Spineinstellung,
durch das Pauliprinzip erlaubten Orbitalen. Die Berechnung einer solchen Austausch-
wechselwirkung ist allerdings für eine realistische Situation äußerst schwierig. Wesentlich
einfacher ist es, die Kopplungskonstanten an gemessene Suszeptibilitäts- oder Magneti-
sierungskurven anzupassen. Besonders gut funktioniert das Heisenberg-Modell für Mo-
leküle mit FeIII als magnetische Zentren. Bei FeIII (3d5) ist nach den Hundschen Regeln
bereits beim freien Ion kein Bahndrehimpuls vorhanden. Für Ionen anderer Besetzungs-
konfigurationen kann trotz der Bahndrehimpulsauslöschung eine durch die Spin-Bahn-
Wechselwirkung verursachte Anisotropie auftreten. In dieser Diplomarbeit soll nun eine
solche Anisotropie am Beispiel des Ni4-Moleküls untersucht werden. Wie dieses Molekül
aufgebaut ist und warum es interessant erscheint, wird in Abschnitt 2 kurz erläutert. In
Abschnitt 3 wird der isotrope Ansatz im Heisenberg Modell für Ni4 ausführlich darge-
stellt. In Abschnitt 4 und Abschnitt 5 geht es schließlich darum, den isotropen Ansatz
derart zu erweitern, dass er die Ergebnisse der bisher durchgeführten Experimente in
guter Näherung beschreibt.
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2. Das Ni4-Molekül

Das im Weiteren betrachtete Spinsystem bezieht sich auf das in [1] ausführlich beschrie-
bene Molekül [MoV

12O30(µ2 −OH)10H2{NiII(H2O)3}4] · 14H2O. Die zwölf Molybdän -
Ionen (4d1) bilden in sechs starken Mo−Mo Einfachbindungen lediglich den diamagneti-
schen Kern dieses NiII -MoV Clustersystems. Die vier für den Magnetismus verantwort-
lichen Nickel-Ionen (3d 8) liegen auf den Ecken eines relativ regelmäßigen Tetraeders.
Für dieses existieren im Kristall zwei verschiedene Orientierungen, die sich durch eine
Drehung von 180◦ um eine ihrer Kanten ineinander abbilden lassen, siehe Abbildung 1.
Die Kantenlängen betragen zwischen 6.6Å und 6.7Å.

Es handelt sich also um ein scheinbar einfaches System aus vier Spins mit s = 1. Aus einer
Messung der Nullfeldsuszeptibilität folgt, dass die Kopplung zwischen den Spins antifer-
romagnetischer Natur ist [1]. Die gemessene Nullfeldsuszeptibilitätskurve lässt sich im
isotropen Heisenberg-Modell relativ gut reproduzieren. Für die Magnetisierung ist die-
ses nicht möglich. Wegen der großen Diskrepanz zwischen berechneter und experimentell
bestimmter Magnetisierungskurve wird für das Ni4-Molekül eine starke Anisotropie er-
wartet.

Abbildung 1: Die vier für den Magnetismus ausschlaggebenden Ni-Ionen (dunkel) liegen auf
den Ecken eines Tetraeders. Die zwölf Mo-Ionen (hell) liefern lediglich einen diamagnetischen
Anteil. Nicht im Bild: drei außerhalb des Tetraeders liegende NiII − H2O Verbindungen pro
Nickel-Ion. Mit freundlicher Genehmigung von Paul Kögerler, bisher unveröffentlicht.
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3. Isotroper Ansatz

3.1. Hamiltonoperator

Da sich die Entfernungen der Nickel-Ionen nur um ca. 1.5% unterscheiden, bietet sich
für den Hamiltonoperator der folgende einfache Ansatz mit einer einzigen Kopplungs-
konstanten J an.

H∼ = H∼J + H∼B = J

4∑
u=2

u−1∑
v=1

~s∼u ·~s∼v + gµB

4∑
u=1

~B ·~s∼u . (3.1)

Der erste Term in Gleichung 3.1 beschreibt die Wechselwirkung der Spins im isotropen
Heisenberg-Modell. Der zweite Term berücksichtigt den Zeeman-Effekt.

3.2. Eigenzustände

Gleichung 3.1 lässt sich so umschreiben, dass man direkt aus dem Hamiltonoperator die
Energieeigenwerte ablesen kann.

H∼ =
J

2

( 4∑
u=1

~s∼u

)2

− J

2

4∑
u=1

~s∼u
2 + gµB

4∑
u=1

~B ·~s∼u

=
J

2
~S∼

2 − 2J~s∼
2 + gµBBS∼

(3) . (3.2)

ES,MS
=

J

2
S(S + 1)− 2Js(s + 1) + gµBBMS

=
J

2
(S2 + S − 8) + gµBBMS (S=0,1, ... ,4 MS=−S,−S+1, ... ,S) . (3.3)

Die Entartungen GS der durch die Quantenzahl des Gesamtspins S und dessen ma-
gnetische Quantenzahl MS gekennzeichneten Eigenwerte ergeben sich durch sukzessive
Kopplung der Einzelspins zu

G0 =3 , G1 =6 , G2 =6 , G3 =3 und G4 =1 .

Die Eigenzustände sind also durch drei Quantenzahlen vollständig bestimmt:

|S, MS , K 〉 (S=0,1, ... ,4 MS=−S,−S+1, ... ,S K=1,2, ... ,GS) .

3.3. Magnetisierung

Der Begriff Magnetisierung bezieht sich im Weiteren auf den mittleren Anteil des ma-
gnetischen Momentes eines Moleküls in Richtung des äußeren Feldes.

M = −gµB 〈S∼(3) 〉 , B = B(3) . (3.4)
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Der Mittelwert des kanonischen Ensembles ergibt sich aus der Boltzmann Statistik zu

M = −gµB

Z
Sp

(
e
−βH∼ S∼

(3)
)

, (3.5)

mit der Zustandssumme

Z = Sp
(

e
−βH∼

)
.

Für den isotropen Ansatz wird dies zu

M = −gµB

Z

4∑
S=0

S∑
MS=−S

GSMS e
−βES,MS , (3.6)

mit

Z =
4∑

S=0

S∑
MS=−S

GS e
−βES,MS .

3.4. Suszeptibilität

Die Suszeptibilität sei definiert als ∂M/∂B. Mit Gleichung 3.5 folgt

χ =
∂M

∂B
=

(gµB)2β

Z
Sp

(
e
−βH∼ S∼

(3)2
)
− βM2 . (3.7)

Bei antiferromagnetischer Kopplung (J > 0) verschwindet ohne äußeres Feld die Magne-
tisierung. Somit ergibt sich für die Nullfeldsuszeptibilität

χ0 =
∂M

∂B

∣∣∣∣
B=0

=
(gµB)2β

Z0

Sp
(

e
−βH∼0 S∼

(3)2
)

. (3.8)

Für den isotropen Ansatz wird dies zu

χ0 =
(gµB)2β

Z0

4∑
S=0

S∑
MS=−S

GSM2
S e
−βES (3.9)

=
(gµB)2β

Z0

4∑
S=0

(2S+1)
1

3
S(S+1)GS e

−βES

=
(gµB)2β

3Z0

4∑
S=0

(2S3 + 3S2 + S)GS e
−βES . (3.10)

Dabei sind ES = ES,MS
die Energieeigenwerte ohne äußeres Magnetfeld. Die Zustands-

summe ohne äußeres Feld ist

Z0 =
4∑

S=0

(2S+1)GS e
−βES .
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Die Suszeptibilität wird experimentell über die Messung der Magnetisierung bei zwei
Magnetfeldern und der Näherung

χ =
∂M

∂B
≈ ∆M

∆B
= χexp (3.11)

bestimmt. Die experimentelle Nullfeldsuszeptibilität ist also einfach

χexp
0 =

M

B
= −gµB

BZ
Sp

(
S∼

(3) e
−βH∼0S∼

(3)2 )
(3.12)

Der isotrope Ansatz für Ni4 ergibt

χexp
0 = −gµB

BZ

S=4∑
S=0

S∑
MS=−S

GSMS e
−βES,MS . (3.13)

Diese Näherung kann natürlich nur für hinreichend kleine Magnetfelder als gut ange-
sehen werden. Die in dieser Arbeit verwendeten Messdaten wurden bei B = 0.5T auf-
genommen. Es konnte im Rahmen dieser Diplomarbeit keine signifikanten Unterschiede
zwischen ∂M

∂B

∣∣
B=0

und M
B

∣∣
B=0.5T

festgestellt werden. Dieses wird im Weiteren auch für
die Messung der Nullfeldsuszeptibilität angenommen.

3.5. Experimentelle Verifizierung des isotropen Ansatzes

In diesem Abschnitt wird nun die Kopplungskonstante aus der gemessenen Nullfeld-
suszeptibilität bestimmt. Dieses scheint zuerst erfolgreich. Doch es wird im Folgenden
deutlich, dass der isotrope Heisenberg-Ansatz das System nicht ausreichend beschreibt.
Es ist nicht möglich, experimentell aufgenommene Magnetisierungskurven auch nur an-
nähernd zu erklären.

3.5.1. Abschätzung der Parameter aus der Nullfeldsuszeptibilitätsmessung

Es sind nun die Parameter des in den Abschnitten 3.1 - 3.4 vorgestellten Modells durch
experimentelle Ergebnisse abzuschätzen. Ziel ist es natürlich, die Stärke der Kopplung
zu bestimmen. Allerdings ist J nicht der einzige abzuschätzende Parameter. Das iso-
trope Heisenberg-Modell impliziert zwar, dass die Spin-Bahn-Kopplung keinen direkten
Einfluss auf die einzelnen Spinzustände besitzt, jedoch kann sie auch hier nicht voll-
ständig unberücksichtigt bleiben. Wenn man davon ausgeht, dass sich die Spins völlig
unabhängig vom Bahndrehimpuls ausrichten, dann hat die Spin-Bahn-Kopplung zur Fol-
ge, dass sich der Bahndrehimpuls dieser Ausrichtung zumindest teilweise anpasst. Für
mehr als halb gefüllte Schalen bewirkt dies eine Erhöhung des g-Faktors [2]. Dieser kann
zusammen mit J aus der Nullfeldsuszeptibilitätmessung abgeschätzt werden.
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Ein kurzer Blick auf die in Abb.3 dargestellten Messwerte1 genügt, um die Art der Kopp-
lung zwischen den Nickel-Ionen als antiferromagnetisch zu erkennen. Die Nullfeldsuszep-
tibilität ist endlich für T → 0 und weist das für Antiferromagnetismus charakteristische
Maximum auf. Die reziproke Suszeptibilität verläuft für hohe Temperaturen linear nach
dem Curie-Weiss Gesetz

χCW =
C

T + TC

⇐⇒ χ−1
CW =

T

C
+

TC

C
. (3.14)

Dadurch ergibt sich die Möglichkeit, die Parameter g und J aus dem Koeffizientenver-
gleich der Hochtemperaturentwicklung abzuschätzen. Dafür genügt eine Entwicklung in
zweiter Ordnung um β = 0 :

χ

β
= (gµB)2

Sp
(
S∼

(3)2e
−βH∼

)

Sp
(

e
−βH∼

) −M2

∂

∂β

(χ

β

)
= (gµB)2

Sp
(
S∼

(3)2e
−βH∼

)
Sp

(
H∼ e
−βH∼

)

[
Sp

(
e
−βH∼

)]2
− (gµB)2

Sp
(
S∼

(3)2H∼ e
−βH∼

)

Sp
(

e
−βH∼

) − 2Mχ

⇒ χ0 ≈
Sp(S∼

(3)2)

Sp(1∼)
(gµB)2β −

Sp(S∼
(3)2H0∼

)

Sp(1∼)
(gµB)2β2 , für Sp(H0∼

) = 0 .

(3.15)

Wobei H∼0 = H∼ |B=0 der Hamiltonoperator ohne äußeres Magnetfeld ist. Die Bedingung

der verschwindenden Spur wird für H∼0 = H∼J generell erfüllt2 [6]. Für die Suszeptibilität
nach dem Curie-Weiss Gesetz gilt entsprechend:

χCW

β
=

CkB

1 + TCkBβ

∂

∂β

(χCW

β

)
= − Ck2

BTC

(1 + TCkBβ)2

⇒ χCW ≈ CkBβ − Ck2
BTCβ2 . (3.16)

Für χ0 = χCW ergibt der Koeffizientenvergleich in Gleichung 3.15 und Gleichung 3.16 [1] [6]

C =
(gµB)2Sp(S∼

(3)2)

kBSp(1∼)
und TC =

Sp(S∼
(3)2H∼0)

kBSp(S∼
(3)2)

. (3.17)

1Messung an Pulverprobe durch Paul Kögerler , Iowa State University.
2Die Eigenwerte von s∼

(3)
u treten entweder immer mit beiden Vorzeichen (±m) auf oder sind Null. In

einer Basis aus Eigenzuständen von s∼
(3)
u erzeugen s∼

(1)
u = (s∼

(−)
u + s∼

(+)
u)/2 und s∼

(2)
u = i(s∼

(−)
u − s∼

(+)
u)/2 keine

Diagonalelemente.
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Die Spuren aus Gleichung 3.17 ergeben sich wie folgt:

Sp(1∼) = (2s + 1)n = 81

Sp(S∼
(3)2) = Sp(~S∼

2)/3 =
∑

S

GSS(2S + 1) S(S + 1)/3 = 216

Sp(S∼
(3)2H∼0) = Sp(S∼

(3)2H∼J) = Sp(~S∼
2H∼J)/3 =

∑
S

GSS(2S + 1) S(S + 1) ES/3 = 432J .

Einsetzen in Gleichung 3.17 ergibt die einfachen Zusammenhänge

C =
8(gµB)2

3kB

und TC =
2J

kB

. (3.18)

In Abbildung 23 ist nun die mit Gleichung 3.18 mögliche Abschätzung für J und g dar-
gestellt. Ab ca. T = 20K lässt sich die reziproke Suszeptibilität durch das lineare Curie-
Weiss Gesetz (Gleichung 3.14) beschreiben. Eine lineare Regression ergibt J = 8.5KkB

und g = 2.27.

Eingesetzt in Gleichung 3.9 beschreiben diese Werte die Nullfeldsuszeptibilität nur im
Hochtemperaturbereich wirklich gut, siehe Abbildung 3. Ein wesentlich besseres Ergeb-
nis liefern die Werte g = 2.22 und J = 6.6KkB.

0 50 100 150 200 250 300
T
������
K

0

10

20

30

Χ0
-1

������������������
T � ΜB

Messung

J=8.5kBK , g=2.27

J=6.6kBK , g=2.22

Abbildung 2: gemessene reziproke Suszeptibilität im Vergleich mit dem Curie-Weiss Gesetz
Punkte: Parameter aus Koeffizientenvergleich der Hochtemperaturentwicklung
Linie: direkte Anpassung der Parameter an die Messergebnisse

3Um eine mögliche Verwechslung zu vermeiden, wird an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass es sich
bei T in Ausdrücken der Form χ/(µB/T ) um die Einheit Tesla handelt.
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0 50 100 150 200 250 300
T
������
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0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

Χ0������������������
ΜB � T

Messung

J=8.5kBK , g=2.27

J=6.6kBK , g=2.22

Abbildung 3: Suszeptibilität im isotropen Heisenberg-Modell
Punkte: Parameter aus Koeffizientenvergleich der Hochtemperaturentwicklung
Linie: direkte Anpassung der Parameter an die Messergebnisse

3.5.2. Energieeigenwerte

Nach Abbildung 3 ist die Kopplung zwischen den Spins antiferromagnetischer Natur.
In Abbildung 4 ist das Energiespektrum für g = 2.22 und J = 6.6KkB in Abhängigkeit
vom äußeren Magnetfeld dargestellt. Für die Niveaus aus Gleichung 3.3 mit M = −S gilt
(ES,−S − E0,0)|B=0 = JS. Der Grundzustand wechselt im äußeren Magnetfeld in äquidi-
stanten Abständen von

∆B =
J

gµB

. (3.19)
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Abbildung 4: Energieeigenwerte in Abhängigkeit vom äußeren Magnetfeld für g = 2.22 und
J = 6.6KkB

3.5.3. Verifizierung durch Magnetisierungsmessung

Bisher schien das isotrope Heisenberg-Modell gut geeignet zu sein, um das System zu
beschreiben. Mit den in Abschnitt 3.5.1 abgeschätzten Parametern sollten sich demnach
auch die gemessenen Magnetisierungskurven wenigstens näherungsweise reproduzieren
lassen. Doch der in Abbildung 5 dargestellte Vergleich zwischen berechneter und gemes-
sener Magnetisierung weist deutliche Unterschiede auf. Die gemessenen Magnetisierungs-
kurven4 wurden bei einer Temperatur von 0.44K aufgenommen. Die nach Gleichung 3.6
berechneten Magnetisierungskurven zeigen, dass bei dieser Temperatur von einer starken
Besetzung des Grundzustandes ausgegangen werden kann. Die Stufen in der berechneten
Magnetisierungskurve sind relativ scharf und erwartungsgemäß äquidistant. Die Stufen
in den gemessenen Magnetisierungskurven sind dagegen so stark ausgewaschen, dass die-
se scheinbar einer anderen Temperatur zuzuordnen sind. Dieses würde allerdings nicht
das Aufbrechen der Äquidistanz der Magnetisierungsstufen erklären.

4Messung an Pulverprobe durch Robert Modler, Iowa State University.
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0 10 20 30 40 50 60
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J=6.6KkB , g=2.22

T=0.44K

Abbildung 5: Magnetisierung in Abhängigkeit vom externen Magnetfeld für g = 2.22 und
J = 6.6KkB im Vergleich mit experimentell aufgenommenen Magnetisierungskurven

Eine mögliche Erklärung wäre das Verlassen des thermischen Gleichgewichts. Dieses kann
auftreten, wenn die Spin-Gitter-Relaxationszeit nicht klein gegenüber der Zeitspanne
des gepulsten Magnetfeldes ist. Durch den Magnetokalorischen Effekt kann sich dann
das Spinsystem abkühlen oder erhitzen. Die im Rahmen eines Diplompraktikums durch-
geführte Untersuchung des Magnetokalorischen Effekts für den isotropen Ansatz ergab,
dass bei einer genügend großen Relaxationszeit beide Prozesse während des An- und
Abstiegs des externen Feldes auftreten können. Ein Verlassen des thermischen Gleich-
gewichts würde die Beschreibung des Spinsystems natürlich wesentlich verkomplizieren.
Eine Behandlung im Rahmen der Boltzmann-Statistik ist in diesem Fall nicht mehr mög-
lich. Allerdings konnte in der Fachliteratur keine experimentelle Bestätigung für einen
solchen Effekt gefunden werden.

Eine andere Erklärung für die Lage der Magnetisierungstufen ist, dass die Energieniveaus
des realen Moleküls stark von denen des isotropen Ansatzes abweichen. Ein isotroper
Ansatz mit zwei unterschiedlichen Kopplungskonstanten, welcher der Struktur des realen
Moleküls besser entspricht, brachte keine wesentlichen Veränderungen.
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4. Anisotropie-Ergänzung

Die magnetische Anisotropie ist ein in magnetischen Materialien häufig beobachtetes
Phänomen. In diesem Abschnitt soll nun untersucht werden, welchen Einfluss eine ein-
fache anisotrope Ergänzung des Hamiltonoperators auf die Magnetisierung ausübt. Ziel
ist es dabei, den neuen Hamiltonoperator an die Magnetisierungsmessung (Abbildung 5)
anzupassen.

4.1. Grundlagen magnetischer Anisotropie

Als magnetische Anisotropie bezeichnet man i.Allg. die Abhängigkeit der Energiezustän-
de von der Magnetisierungsrichtung eines Kristalls. Eine energetisch günstige Magneti-
sierungsrichtung ist dabei eine Achse leichter Magnetisierung. Eine energetische höher
liegende Magnetisierungsrichtung ist eine Achse harter Magnetisierung.

Die Arbeit W =
∫

B dM die benötigt wird, um die Magnetisierung aus einer leichten
Achse heraus auszurichten, heißt Anisotropieenergie. Bei konstanter Temperatur ist diese
gleich der Änderung der freien Energie.

F = U − TS

dF = dU − TdS − SdT

= dQ− dW − TdS − SdT

= −dW .

Die Ursachen magnetischer Anisotropie sind verschieden. Im wesentlichen unterscheidet
man zwischen Formanisotropie, Spannungsanisotropie und Kristallanisotropie.

Die Formanisotopie ist eine reine Folge der Dipol-Dipol-Wechselwirkung und von der
Form des Kristalls abhängig. Die Dipol-Diplol-Wechselwirkung liegt im Kristall min-
destens ein bis zwei Größenordnungen unter der Austauschwechselwirkung und kann
deswegen nicht für die starke Abweichung der gemessenen Magnetisierungskurven vom
isotropen Modell verantwortlich sein[3]. Da alle Experimente außerdem an Pulverproben
durchgeführt wurden, wird die Formanisotropie in dieser Arbeit nicht weiter berücksich-
tigt.

Die Spannungsanisotropie ist auf eine elastische Deformation des Kristalls und die damit
verbundene Brechung der Symmetrie zurückzuführen. Die magnetoelastische Energie
lässt sich phänomenologisch durch Verzerrungstensoren beschreiben. Wir vertrauen hier
dem Geschick der Experimentatoren und gehen davon aus, dass diese Art der Anisotropie
keine Auswirkung auf die Messergebnisse hat.5

Die Kristallanisotropie ist schließlich die einzige dieser Anisotropieformen, die mit der
Spin-Bahn-Wechselwirkung eine intrinsische Ursache hat. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung

5Der inverse Prozess, die Deformation des Kristalls unter Einwirkung eines äußeren Feldes wird in
Abschnitt 5 diskutiert.
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kann bei Ionen der Eisengruppe (mit nicht genau halbbesetzter Schale ) trotz eines ausge-
löschten Bahndrehimpulses einen erheblichen Anteil zur Energie eines System liefern[4].
Ein ausgelöschter Bahndrehimpuls ist, wie es bereits der erhöhte g-Faktor andeutet,
nicht wirklich verschwunden. Er liefert nur keinen direkten Beitrag zur Magnetisierung.
Der Bruch der sphärischen Symmetrie durch das Kristallfeld führt lediglich dazu, dass
ML keine gute Quantenzahl 6 mehr ist. Die Bahndrehimpulseigenfunktionen sind Linear-
kombinationen der hybridisierten 3d-Orbitale xy, yz, xz, x2− y2 und 3z2− r2. In diesen
sind ml und −ml jeweils in gleichen Teilen enthalten. Dieses kann dann zur Auslöschung
des Bahndrehimpuls führen.7

〈 ~L∼ 〉 ≈ 0 . (4.1)

Dagegen gilt i.Allg. für nicht halb- oder vollbesetzte Schalen

〈 ~L∼
2 〉 6= 0 . (4.2)

L kann sogar näherungsweise eine gute Quantenzahl bleiben ( [ H∼ , ~L∼
2 ] ≈ 0) [2]. Wie

die analytische Berechnung der Austauschwechselwirkung, ist auch der Einfluss der Spin-
Bahn-Wechselwirkung schwierig zu bestimmen. Es ist auch hier wesentlich einfacher auf
phänomenologische Ansätze zurückzugreifen. Die Form einer möglichen Anisotropie lässt
sich dabei häufig sehr gut durch Symmetrieüberlegungen einschränken.

4.2. Ungekoppeltes Nickel-Ion

Im Heisenberg-Modell bedeutet eine Anisotropie, dass für den einzelnen Spin, unabhän-
gig von der Austauschwechselwirkung und dem äußerem Magnetfeld, bevorzugte Ein-
stellungen existieren. Die Symmetrie eines Tetraeders erlaubt für ein Nickel-Ion eine
uniaxiale und eine triaxiale Anisotropie, sowie eine Superposition dieser beiden Fäl-
le. Bei der triaxialen Anisotropie lägen die Anisotropieachsen in der Ebene der gegen-
überliegenden Tetraederflächen. Im uniaxialen Fall geht die ausgezeichnete Achse vom
Mittelpunkt des Moleküls durch das Nickel-Ion. Entscheidend für die Ausrichtung einer
lokalen Anisotropieachse ist letztendlich aber die lokale Symmetrie. Nach [?] ist eine
lokale Anisotropieachse i.Allg. die höchstzählige Drehachse am Ort des Spins. Für Ni4
sind dieses dreizählige Drehachsen, die durch das Molekülzentrum und eines der Nickel-
Ionen laufen, siehe Abbildung 1. Für die einzelnen Nickel-Ionen ist also eine uniaxiale
Anisotropie zu erwarten. In diesem Fall bewirkt die Anisotropie die einfachste Form
der Nullfeldaufspaltung. Die Nullfeldaufspaltung beschreibt sich wie folgt. Für Zustände

6Die großen Buchstaben M und L sind an dieser Stelle die Gesamt-Quantenzahlen eines Ions, und m
und l sind die Quantenzahlen eines einzelnen Elektrons. In allen anderen Abschnitten dieser Arbeit
werden die Operatoren und Quantenzahlen eines Ions mit kleinen Buchstaben bezeichnet. Für die
des Moleküls werden große Buchstaben verwendet.

7Durch Linearkombinationen können natürlich, wie beim freien Ion, auch wohldefinierte ml auftreten.
Als simplifiziertes Modell kann man sich ein durch die Coulomb-Wechselwirkung hybridisiertes 3d-
Orbital vorstellen, welches energetisch wesentlich günstiger ist als jenes, mit dem es sonst im freien
Ion einen Eigenzustand bildet. D.h. ein Elektron befindet sich fest in einem Hybritorbital, zu dem
die Quantenzahlen ml und −ml gehören
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mit verschiedenen Spinquantenzahlen wird die Entartung auch ohne äußeres Magnetfeld
und Austausch-Wechselwirkung aufgehoben. Dabei bleiben die Zustände mit gleicher
Magnetquantenzahl entartet. Dieses deckt sich mit der Vorstellung eines ml und −ml in
gleichen Teilen zuzuordnenden Zustandes. Der für uniaxiale Anisotropie übliche Ansatz
[5] lautet in der allgemeinsten Form8

h∼D = D[ (~e ·~s∼)2 − s(s + 1)/3] . (4.3)

Die Anisotropieachse wird in Gleichung 4.3 durch den Einheitsvektor ~e festgelegt. Die
Konstante D beschreibt die Stärke der Nullfeldaufspaltung. Für NiII sind bereits beide
Vorzeichen von D beobachtet worden. Der zweite Term in Gleichung 4.3 erfüllt lediglich
die Bedingung Sp(H∼D =0).

Im Folgenden soll der Einfluss der Nullfeldaufspaltung am Beispiel eines einzigen (un-
gekoppelten) Spins im äußeren Magnetfeld verdeutlicht werden. Der Hamiltonoperator
aus Gleichung 4.3 muss nur um den Zeeman-Term erweitert werden.

h∼ = h∼D + h∼B = D[ (~e ·~s∼)2 − s(s + 1)/3] + gµB~s∼ · ~B . (4.4)

Die Eigenwerte hängen nun von der Richtung des äußeren Magnetfeldes ab. Wir erhalten
die Fälle ~e || ~B und ~e⊥ ~B, durch ~e = e(3) und ~B = B(3)e(3) sowie ~B = B(1)e(1):

h∼
(3) = D(s∼

(3)2 − 2/3) + gµBB(3)s∼
(3) (4.5)

h∼
(1) = D(s∼

(3)2 − 2/3) + gµBB(1)s∼
(1)

= D(s∼
(3)2 − 2/3) + gµBB(1)(s∼

(+) + s∼
(−))/2 . (4.6)

Die Matrixdarstellungen von h∼
(3) und h∼

(1) in den Eigenzuständen von s∼
(3) sind in Tabelle 1

abgebildet.

8Störungstheoretisch ist es möglich, die Anisotropieenergie als eine Potenzreihenentwicklung nach
Komponenten der Magnetisierungsrichtung anzugeben. Alle Terme mit ungeraden Exponenten ent-
fallen dabei auf Grund der bei statischen Größen geltenden Zeitinversionssymmetrie. Die uniaxiale
Anisotropie erlaubt einen Term zweiter Ordnung [4].
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h∼
(3) | −1 〉 | 0 〉 | 1 〉

|−1 〉 1
3D + gµBB(3) 0 0

| 0 〉 0 −2
3D + gµBB(3) 0

| 1 〉 0 0 1
3D + gµBB(3)

h∼
(1) | −1 〉 | 0 〉 | 1 〉

|−1 〉 1
3D 1√

2
gµBB(1) 0

| 0 〉 1√
2
gµBB(1) −2

3D 1√
2
gµBB(1)

| 1 〉 0 1√
2
gµBB(1) 1

3D

Tabelle 1: Matrixdarstellung des Hamiltonoperators eines ungekoppelten Nickel-Ions bei uni-
axialer Nullfeldaufspaltung.
oben: externes Magnetfeld parallel zur Aufspaltungsachse
unten: externes Magnetfeld senkrecht zur Aufspaltungsachse

Die Eigenwerte von h∼
(3) sind einfach die Diagonalelemente der Matrix (Tabelle 1 - oben).

Die Eigenwerte von h∼
(1) ergeben sich nach kurzer Rechnung zu

−1

3
D − 1

2

√
D + gµBB(1) ,

2

3
D und − 1

3
D − 1

2

√
D + gµBB(1) .

Die Abhängigkeit der Eigenwerte vom Magnetfeld ist in Abbildung 6 am Beispiel einer
Achse leichter Magnetisierung (D < 0) dargestellt.
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Abbildung 6: Energieeigenwerte eines Nickel-Ion bei uniaxialen Nullfeldaufspaltung.
oben: externes Magnetfeld parallel zur leichten Magnetisierungsachse.
unten: externes Magnetfeld senkrecht zur leichten Magnetisierungsachse.

a =
√

D+4gµBB(1)−D√
2gµBB(1) b = −

√
D+4gµBB(1)+D√

2gµBB(1) x

4.3. Hamiltonoperator des Moleküls

Die Anisotropie-Ergänzung des Hamiltonoperators ergibt sich aus der Summe der Anisotropie-
Hamiltonoperatoren (Gleichung 4.3) der einzelnen Ionen. Dabei ist zu beachten, dass je-
des Ion seine eigene Anisotropieachse besitzt. Der erweiterte Hamiltonoperator ist jetzt

H∼ = H∼J + H∼D + H∼B = J

4∑
u=2

u−1∑
v=1

~s∼u ·~s∼v + D

[ 4∑
u=1

(~eu ·~s∼u)
2 − 8

3

]
+ gµB

4∑
u=1

~B ·~s∼u . (4.7)
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Mit dem zweiten Term in Gleichung 4.7 soll nun die Aniso-
tropie des Moleküls beschrieben werden. Dabei sind ~e1, ... , ~e4

Einheitsvektoren vom Zentrum des Moleküls in Richtung der
auf den Tetraederecken liegenden Nickel-Ionen.

e

e

e

1

2

4

e3

Für den anisotropen Fall (D 6=0) sind MS und S keine guten Quantenzahlen. Als Basis
werden an dieser Stelle die Produktzustände der einzelnen Spinoperatoren s∼

(3)
u gewählt.

Diese sind durch die magnetischen Quantenzahlen der einzelnen Spins mu gekennzeich-
net.

| ~m 〉 = |m1 , m2 , m3 , m4 〉 (mu=−1,0,1) .

Die Basiszustände erfüllen die Orthonormierungsbedingung

〈 ~m′ | ~m 〉 = δ~m′ ~m = δm′
1m1

δm′
2m2

δm′
3m3

δm′
4m4

.

Um H∼ auf | ~m 〉 anwenden zu können wird H∼ im Folgenden als eine Funktion von Leiter-
und Projektionsoperatoren der einzelnen Spins dargestellt.

H∼J = J

4∑
u=2

u−1∑
v=1

~s∼u ·~s∼v

= J

4∑
u=2

u−1∑
v=1

(s∼
(1)
u s∼

(1)
v + s∼

(2)
u s∼

(2)
v + s∼

(3)
u s∼

(3)
v )

= J

4∑
u=2

u−1∑
v=1

[ 1

2
(s∼

(−)
u + s∼

(+)
u )

1

2
(s∼

(−)
v + s∼

(+)
v ) +

i

2
(s∼

(−)
u − s∼

(+)
u )

i

2
(s∼

(−)
v − s∼

(+)
v ) + s∼

(3)
u s∼

(3)
v

]

= J

4∑
u=2

u−1∑
v=1

[ 1

4
(s∼

(−)
u + s∼

(+)
u ) (s∼

(−)
v + s∼

(+)
v )− 1

4
(s∼

(−)
u − s∼

(+)
u ) (s∼

(−)
v − s∼

(+)
v ) + s∼

(3)
u s∼

(3)
v

]

= J

4∑
u=2

u−1∑
v=1

[ 1

4
(s∼

(−)
u s∼

(−)
v + s∼

(+)
u s∼

(+)
v + s∼

(−)
u s∼

(+)
v + s∼

(+)
u s∼

(−)
v )

− 1

4
(s∼

(−)
u s∼

(−)
v + s∼

(+)
u s∼

(+)
v − s∼

(−)
u s∼

(+)
v − s∼

(+)
u s∼

(−)
v ) + s∼

(3)
u s∼

(3)
v

]

=
J

2

4∑
u=2

u−1∑
v=1

( s∼
(−)
u s∼

(+)
v + s∼

(+)
u s∼

(−)
v + 2 s∼

(3)
u s∼

(3)
v ) . (4.8)
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H∼D = D

4∑
u=1

(~eu ·~s∼u)
2 − 8

3
D

= D

4∑
u=1

[
(e(1)

u s∼
(1)
u )2 + (e(2)

u s∼
(2)
u )2 + (e(3)

u s∼
(3)
u )2 + e(1)

u e(2)

u (s∼
(1)
u s∼

(2)
u + s∼

(2)
u s∼

(1)
u )

+ e(1)

u e(3)

u (s∼
(1)
u s∼

(3)
u + s∼

(3)
u s∼

(1)
u ) + e(2)

u e(3)

u (s∼
(2)
u s∼

(3)
u + s∼

(3)
u s∼

(2)
u )

]
− 8

3
D

= D

4∑
u=1

[ e(1)2
u

4
(s∼

(−)
u + s∼

(+)
u )2 − e(2)2

u

4
(s∼

(−)
u − s∼

(+)
u )2 + e(3)2

u s∼
(3)
u

2

+
ie(1)

u e(2)
u

2
(s∼

(−)
u

2 − s∼
(+)
u

2) +
e(1)

u e(3)
u

2
(s∼

(−)
u s∼

(3)
u + s∼

(+)
u s∼

(3)
u + s∼

(3)
u s∼

(−)
u + s∼

(3)
u s∼

(+)
u )

+
ie(2)

u e(3)
u

2
(s∼

(−)
u s∼

(3)
u − s∼

(+)
u s∼

(3)
u + s∼

(3)
u s∼

(−)
u − s∼

(3)
u s∼

(+)
u )

]
− 8

3
D

=
D

4

4∑
u=1

[
(e(1)2

u − e(2)2
u − i2e(1)

u e(2)

u ) s∼
(+)
u

2

+ (e(1)2
u − e(2)2

u + i2e(1)

u e(2)

u ) s∼
(−)
u

2 + 4 e(3)2
u s∼

(3)
u

2

+ (e(1)2
u + e(2)2

u )(s∼
(−)
u s∼

(+)
u + s∼

(+)
u s∼

(−)
u )

+ 2 (e(1)

u e(3)

u − ie(2)

u e(3)

u )(s∼
(3)
u s∼

(+)
u + s∼

(+)
u s∼

(3)
u )

+ 2 (e(1)

u e(3)

u + ie(2)

u e(3)

u )(s∼
(3)
u s∼

(−)
u + s∼

(−)
u s∼

(3)
u )

]
− 8

3
D . (4.9)

H∼B = gµB

4∑
u=1

~B ·~s∼u

= gµB

4∑
u=1

[
B(1)

1

2
(s∼

(−)
u + s∼

(+)
u ) + B(2)

i

2
(s∼

(−)
u − i s∼

(+)
u ) + B(3) s∼

(3)
u

]

= gµB

4∑
u=1

[1

2
(B(1) − iB(2)) s∼

(+)
u +

1

2
(B(1) + iB(2)) s∼

(−)
u + B(3) s∼

(3)
u

]
. (4.10)
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4.4. Berechnung von Magnetisierung und Nullfeldsuszeptibilität

Eine generelle Aussage über die Entartung der Eigenwerte von H∼ ist nicht möglich, d.h.,
eine eventuelle Entartung wäre zufällig. Es kann nicht auf eine komfortable Gleichung,
wie Gleichung 3.6 aus dem isotropen Fall, zurückgegriffen werden. Der allgemeinere Aus-
druck für die Magnetisierung lautet9

M = −gµB

Z

81∑
i=1

〈φi |S∼(3) |φi 〉 e−βEi , mit Z =
81∑
i=1

e
−βEi . (4.11)

Die Energieeigenwerte Ei und die dazugehörigen Eigenvektoren |φi 〉 können nummerisch
aus der in Anhhang A enthaltenen Matrix des Hamiltonoperators berechnet werden. Die
gewählte Basis besteht dabei aus Eigenzuständen von S∼

(3), so dass S∼
(3) Diagonalform

annimmt. Die Nullfeldsuszeptibilität berechnet sich analog aus

χ0 =
(gµB)2

Z

81∑
i=1

〈φi |S∼(3)2 |φi 〉 e−βEi (4.12)

oder

χ0 ≈ χexp
0 = −gµB

BZ

81∑
i=1

〈φi |S∼(3) |φi 〉 e−βEi(B)
. (4.13)

Für das bei den Experimenten gewählte Magnetfeld von B = 0.5T , war für keine Mole-
külorientierung ein signifikanter Unterschied zwischen Gleichung 4.12 und Gleichung 4.13
auszumachen. Ebenso bei einigen beliebig gewählten Stichproben für B < 0.5T . Es ist
also anzunehmen, dass die Magnetisierung für B ≤ 0.5T linear vom äußeren Magnetfeld
abhängt.

4.5. Nullfeldsuszeptibilität

4.5.1. Einfluss der Anisotropie-Ergänzung auf den Hochtemperaturbereich

In Abschnitt 3.5.1 wurden die Parameter J und g aus der gemessenen Nullfeldsuszepti-
bilität abgeschätzt. Dabei wurde ein Koeffizientenvergleich an den Hochtemperaturent-
wicklungen der Suszeptibilitäten χ0 und χCW durchgeführt. Es soll im Folgenden unter-
sucht werden, ob die Anisotropie-Ergänzung einen Beitrag zur Entwicklung in zweiter
Ordnung liefert. Wäre dieses der Fall, ergäbe sich durch den Koeffizientenvergleich mit
der Entwicklung des Curie-Weiss Gesetzes eine lineare Abhängigkeit von J und D. Die
Entwicklung in zweiter Ordnung ergab (Gleichung 3.15)

χ0 ≈
Sp(S∼

(3)2)

Sp(1∼)
(gµB)2β −

Sp(S∼
(3)2H0∼

)

Sp(1∼)
(gµB)2β2 , für Sp(H0∼

) = 0 .

9Im anisotropen Fall sind i.Allg. 〈S∼(1) 〉 und 〈S∼(2) 〉 nicht Null. Wie in Abschnitt 4.7 gezeigt wird,
spielen sie für das Ni4-Molekül keine wesentliche Rolle.
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Und der Koeffizientenvergleich lieferte (Gleichung 3.17)

C =
(gµB)2Sp(S∼

(3)2)

kBSp(1∼)
und TC =

Sp(S∼
(3)2H∼0)

kBSp(S∼
(3)2)

. (4.14)

Die einzige Änderung gegenüber dem isotropen Fall besteht nun darin, dass dem Null-
feldhamiltonoperator die Anisotropie-Ergänzung hinzugefügt werden muss.

H∼0 = H∼J + H∼D .

Der anisotrope Hamiltonoperator kann durch Hinzufügen von Konstanten immer so kon-
struiert werden, dass dessen Spur verschwindet.

Sp(H∼D) = 0

Der entscheidende Term ist

Sp(S∼
(3)2(H∼J + H∼D)) = Sp(S∼

(3)2H∼J) + Sp(S∼
(3)2H∼D) . (4.15)

Woraus sich mit Gleichung 4.14 schließlich, für Sp(S∼
(3)2H∼D) 6= 0, eine lineare Gleichung

für TC , J und D ergibt. Es gilt also Sp(S∼
(3)2H∼D) zu berechnen. Um einen Aussage über

eventuelle Modifikationen der Anisotropie zu erhalten, wird die Richtung ~eu und die
Größe Du einer lokalen Anisotropie als beliebig angesetzt.

Für alle im isotropen Fall auftretenden Terme sind bereits allgemeine Spurformeln be-
kannt [6], siehe Anhhang B. Um die anstehende Rechnung auch für andere magnetische
Moleküle nutzen zu können, reicht es aus, die Anzahl und Größe der Spins nicht festzu-
legen.

H∼D =
N∑

u=1

Du

[
(~eu ·~s∼u)

2 − 2

3

]
. (4.16)

Eine Verallgemeinerung für multiaxiale lokale Anisotropie ergibt sich dann durch Hin-
zunahme von Termen gleicher Form mit ~eu

′ , D′ , ~eu
′′ , D′′ , ... .

S∼
(3)2 und H∼D (Anhhang A) lassen sich in einer Basis aus Eigenzuständen von S∼

(3) dar-

stellen. S∼
(3)2 ist dann eine Diagonalmatrix mit den Elementen M2

i und es gilt

Sp(S∼
(3)2H∼D) =

∑
i

M2
i Hii . (4.17)

Dabei sind Hii die Diagonalelemente von H∼D. Da die Spur einer Matrix unabhängig von

der gewählten Basis ist, brauchen für die Berechnung von Sp(S∼
(3)2H∼D) nur die Terme aus

H∼D berücksichtigt werden, die einen Beitrag zu Hii leisten. Die entsprechenden Terme
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können aus Gleichung 4.9 entnommen werden.

Sp(S∼
(3)2H∼D) = Sp

(
S∼

(3)2

N∑
u=1

Du

[
e(3)2

u s∼
(3)
u

2 +
1

4
(e(1)2

u + e(2)2
u )(s∼

(−)
u s∼

(+)
u + s∼

(+)
u s∼

(−)
u )− 2

3

])

= Sp

(
S∼

(3)2

N∑
u=1

Du

[
e(3)2

u s∼
(3)
u

2 +
1

4
(1− e(3)2

u )(4− 2s∼
(3)
u

2)− 2

3
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(
S∼
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[ 1

3
− e(3)2

u

][ 2

3
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(3)
u

2
])

.

(4.18)

Für die symmetrische Anisotropie-Ergänzung aus Abschnitt 4.3 gilt Du = D und
∑

e(3)
u =

4/3. Die obige Spur verschwindet, und die gewählte Anisotropie-Ergänzung liefert in
zweiter Ordnung keinen Beitrag zur Hochtemperaturentwicklung.10 Allgemein lässt sich
Gleichung 4.18 so interpretieren, dass im Hochtemperaturbereich Nullfeldaufspaltungen
nur dann einen Einfluss auf die Nullfeldsuszeptibilität haben, wenn ihr Anteil in Ma-
gnetfeldrichtung von der räumlichen Gleichverteilung abweicht.11

Für einen anisotropen Ansatz geringerer Symmetrie sind Einflüsse im Hochtemperatur-
bereich generell nicht auszuschließen. Gleichung 4.18 lässt sich für diesen Fall noch etwas
umschreiben:
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(
S∼

(3)2

N∑
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3
− e(3)2

u

])
− 3

2
Sp

(
S∼

(3)2

N∑
u=1

Du

[ 1

3
− e(3)2

u

]
s∼
(3)
u

2

)

= Sp(S∼
(3)2)

N∑
u=1

Du

[ 1

3
− e(3)2
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]
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0∑
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0∑
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Du

[ 1

3
− e(3)2

u

]
AMmM2m2 .

(4.19)

Dabei ist AMm die Entartung des Eigenwertes Mm des Operators S∼
(3)s∼

(3).

S∼
(3)s∼

(3) |M, m, k 〉 = Mm |M, m, k 〉 , k = 1, ..., AMm . (4.20)

Für kleine Systeme ergibt sich AMm leicht durch Abzählen. Mit steigender Größe und
Anzahl der Spins wird dieses natürlich sehr umständlich. Es lässt sich nun ausnutzen,
dass AMm gleich der Dimension eines Unterraums des um einen Spin reduzierten Systems
ist.

AMm = DimH(M ′) , M ′ = M −m , N ′ = N − 1 . (4.21)

10Nummerische Berechnungen für zufällig ausgewählte Molekülorientierungen ergaben auch in drit-
ter Ordnung keinen Beitrag durch die in Abschnitt 4.3 eingeführte symmetrische Anisotropie-
Ergänzung.

11Bei bisher allen Formeln für Magnetisierung und Suszeptibilität wurde das Magnetfeld in Richtung
(3) angenommen. In Gleichung 4.18 ist also e(3)2

u nicht durch e(1)2
u oder e(2)2

u austauschbar.
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Für die Dimension eines Unterraumes mit fester magnetischer Quantenzahl gilt nach [8]
die folgende Formel von de Moivre

DimH(M) =

bNs−M
2s+1 c∑
ν=0

(−1)ν

(
N

ν

)(
N(1 + s)−M − 1− ν(2s + 1)

N − 1

)
. (4.22)

In Abbildung 7 ist als Beispiel für den geringen Einfluss der Anisotropie auf den Hochtem-
peraturbereich die Nullfeldsuszeptibilität für D = ±40KkB dargestellt.
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Abbildung 7: Nullfeldsuszeptibilität unter Einfluss starker Anisotropie.
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4.5.2. Einfluss der Anisotropie-Ergänzung auf den Tieftemperaturbereich

Die Auswirkung der Anisotropie-Ergänzung auf den Hochtemperaturbereich ist nach
Abschnitt 4.5.1 gering. Anhand Abbildung 8 wird nun der Einfluss der Anisotropie-
Ergänzung im Tieftemperaturbereich diskutiert.
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Abbildung 8: Nullfeldsuszeptibilität im Tieftemperaturbereich
oben: leichte Magnetisierungsachse
unten: harte Magnetisierungsachse
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Es sind deutliche Unterschiede in der Wirkung leichter (D < 0) und harter (D > 0)
Magnetisierungsachsen zu erkennen. Dieses folgt daraus, dass bei einer leichten Magne-
tisierungsachse nur zwei Spin-Einstellungen zum Energieminimum führen, während bei
einer harten Magnetisierungsachse dem Spin dafür die Ebene senkrecht zur Achse zur
Verfügung steht. Es ist zu erkennen, dass unabhängig vom Vorzeichen von D, die Null-
feldsuszeptibilität erst mit dem Betrag von D zunimmt. Dieses liegt daran, dass die
Anisotropie der Kopplung quasi entgegenwirkt. Für D > 0 kommt es dadurch sogar
zu einem fast paramagnetischen Verhalten. Eine starke Anisotropie bewirkt schließlich
wieder eine Einschränkung der Spineinstellungen und führt so zu einer Verringerung der
Suszeptibilität. Weiter ist aus Abbildung 8 (unten rechts) zu entnehmen, dass für starke
harte Magnetisierungsachsen die Nullfeldsuszeptibilität kein Maximum12 mehr besitzt.
Das bedeutet, dass das magnetische Moment der ersten angeregten Niveaus nicht über
dem des Grundniveaus liegt.

4.5.3. Abschätzung der Parameter aus der Nullfeldsuszeptibilitätsmessung

In Abschnitt 3.5.1 wurde eine Abschätzung der Parameter aus der Nullfeldsuszeptibili-
tätsmessung für den isotropen Ansatz durchgeführt. Dabei ergab sich aus der Hochtem-
peraturentwicklung zweiter Ordnung g = 2.27 und J = 8.5KkB. Eine Anpassung an den
gesamten Temperaturbereich der Messung führte im Gegensatz dazu zu g = 2.22 und
J = 6.6KkB. Aus Abschnitt 4.5.1 folgt, dass die Anisotropie-Ergänzung keinen Beitrag
zur Hochtemperaturentwicklung zweiter Ordnung liefert. Die unterschiedlichen Werte
für J und g könnten also aus der Wirkung der Anisotropie im Tieftemperaturbereich
herrühren. Aus Abbildung 8 wird allerdings deutlich, dass die Anisotropie-Ergänzung
die Nullfeldsuszeptibilität mit g = 2.27 und J = 8.5KkB nicht bis an die Messwerte
des Tieftemperaturbereichs heranführen kann. Es ist sicherlich wünschenswert, dass die
berechnete Nullfeldsuszeptibilität den gesamten Messbereich gut beschreibt. Allerdings
wurde die Magnetisierungsmessung bei T = 0.44K durchgeführt und es erscheint da-
her wichtig, dass der Tieftemperaturbereich gut approximiert wird. Außerdem ist die
Genauigkeit der Nullfeldsuszeptibilitätsmessung nicht geklärt. Eine in [1] veröffentlichte
Messung weicht leicht von der in dieser Arbeit verwendeten ab. Eine grobe Abschätzung
ergab lediglich, dass J einen Wert von ca. 7.2KkB nicht überschreiten sollte.

12Ein Maximum bildet sich wie folgt: Es stellt sich für T = 0 eine Magnetisierung M 6= 0 ein. Mit der
Temperatur steigt die Besetzungswahrscheinlichkeit des ersten angeregten Zustandes und dadurch
die Magnetisierung. Nach einem Maximum werden dann auch die weiteren Zustände stärker besetzt.
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Abbildung 9: Nullfeldsuszeptibilität im Tieftemperaturbereich
oben: leichte Magnetisierungsachse
unten: harte Magnetisierungsachse
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4.6. Magnetisierung

Das Ziel diese Abschnitts ist es, die Parameter des Hamiltonoperators aus Abschnitt 4.3
der Magnetisierungsmessung anzupassen. Um das Vorzeichen von D zu bestimmen wird
erst einmal betrachtet, wie sich harte und leichte Magnetisierungsachsen auf die Ma-
gnetisierung auswirken. Anschließend wird dann versucht, die Beträge von J und D zu
ermitteln.

4.6.1. Unterschiedliche Wirkung harter und leichter Magnetisierungsachsen für
verschiedene Molekülorientierungen

Aus dem Verhalten der Energieeigenwerte des einzelnen Ions (Abbildung 6) ist zu ent-
nehmen, dass unterschiedliche Orientierungen des Moleküls zum Magnetfeld betrach-
tet werden müssen. Da die Magnetisierungsmessung an einer Pulverprobe durchgeführt
worden ist, ist es notwendig, für eine genaue Anpassung der Parameter über eine räum-
liche Verteilung zu mitteln. Um grundsätzliche Informationen über die Wirkung der
Anisotropie-Ergänzung zu erhalten, wird nun erst einmal die Magnetisierung für drei
ausgewählte Molekülorientierungen betrachtet.

i) Das externe Feld ist parallel zu einer der lokalen Anisotropieachsen.

ii) Das externe Feld verläuft mittig durch zwei sich gegenüberliegende Kanten des
Tetraeders. In dieser Orientierung ist Summe der Anteile der Anisotropieachsen
parallel zum Magnetfeld

∑
u |e(B)

u | maximal.

iii) Das externe Feld ist parallel zu einer Kante des Tetraeders. In dieser Orientierung
ist Summe der Anteile der Anisotropieachsen parallel zum Magnetfeld

∑
u |e(B)

u |
minimal.

Es haben sich bisher keine Anzeichen dafür ergeben, dass J und g andere Beträge als die
für den isotropen Ansatz abgeschätzten haben. Im Folgenden wird deshalb die Magneti-
sierung für J = 6.6KkB und g = 2.22 unter Einfluss verschiedener Anisotropiekonstanten
betrachtet.
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zu i): In Abbildung 10 ist der Einfluss der Anisotropie-Ergänzung für ein Magnetfeld
entlang einer Anisotropieachse dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die
allein auf die antiferromagnetische Kopplung zurückzuführenden Magnetisierungs-
stufen verschwinden, wenn |D| erhöht wird. Dafür treten neue Effekte auf. Diese
lassen sich mit Hilfe des Vektormodells veranschaulichen.

D < 0:

Betrachten wir dazu den Spin, dessen Anisotropieachse parallel zum Magnet-
feld liegt. Für B = 0 ist im Grundzustand dieser Spin entweder im Zustand
| 1 〉 oder | −1 〉. Der Anschaulichkeit wegen sei nun | 1 〉 der Ausgangszustand.
Auf Grund der antiferromagnetischen Kopp-
lung bleibt dieser Zustand auch für kleine
Magnetfelder erhalten. Für gµBB > J über-
wiegt dann der Zeeman-Effekt die antifer-
romagnetische Kopplung. Wegen der star-
ken Anisotropie kann der Spin jetzt nicht in
den Zustand | 0 〉 übergehen. Im Grundzu-
stand findet also ein Sprung von | 1 〉 nach
| −1 〉 statt. Für J ¿ D kommt es so zu ei-
nem Magnetisierungssprung von M ≈ 0 zu
M ≈ 2gµB.

2g µB BS

B B

E

m=0

m=1

m=−1

S

Betrachtet man diesen Vorgang klassisch bei T = 0, dann vereinfacht sich der Vor-
gang wie folgt. Alle Spins sind parallel zu ihren Anisotropieachsen. Für gµBB < J
ist der Gesamtspin ~S = 0. Bei gµBB > J hat sich entweder der Spin gedreht,
dessen Anisotropieachse parallel zum Magnetfeld verläuft, oder die anderen drei.
Der Gesamtspin ist nun ~S = 2|~s|~e (B).

D > 0:

Für D > 0 stehen den Spins die Ebenen senkrecht zu den Anisotropieachsen für
eine minimale Anisotropieenergie zur Verfügung. Die Einstellung der Spins in-
nerhalb dieser Ebenen wird durch die antiferromagnetische Kopplung und den
Zeeman-Effekt bestimmt. Die Magnetisierung steigt mit dem äußeren Magnetfeld.
Erst nachdem der Zeeman-Effekt die antiferromagnetische Kopplung bereits kom-
pensiert hat, verlassen die Spins ihre Anisotropieebenen. Für das Ausrichten der
Spins, deren Anisotropieachse nicht parallel zum Magnetfeld liegt, wird dabei nur
eine geringe Energie benötigt. Die in Abbildung 10 (unten) auftretende Stufe ist
also durch das Umklappen des Spins zu erklären, der zuvor senkrecht zum Magnet-
feld ausgerichtet war. Zu dieser Vorstellung passt, dass die Stufe ca. gµB groß ist
und näherungsweise linear mit D verschoben wird. Außerdem wurde eine Abnahme
der Intensität der Stufe bei einer Auslenkung aus dieser Orientierung festegestellt.
Ab einer Auslenkung von ca. 15◦ konnte der oben beschriebene Effekt nicht mehr
festgestellt werden.
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Abbildung 10: Magnetisierung für ein Magnetfeld parallel zu einer Anisotropieachse
oben: leichte Magnetisierungsachse
unten: harte Magnetisierungsachse
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zu ii): In Abbildung 11 ist der Einfluss der Anisotropie-Ergänzung für eine Molekülori-
entierung dargestellt, in der das Magnetfeld mittig durch zwei gegenüberliegende
Tetraederkanten verläuft. Der Winkel zum Magnetfeld ist in diesem Fall für al-
le Anisotropieachsen gleich, und

∑
u |e(B)

u | ist maximal. Es ist also zu erwarten,
dass die Anisotropie-Ergänzung in dieser Orientierung einen starken Einfluss auf
die Magnetisierung ausübt. Und tatsächlich konnte in keiner anderen Orientierung
eine stärkere Unterdrückung der für die antiferromagnetische Kopplung charakte-
ristischen Stufenbildung festgestellt werden.

D < 0:

Für D < 0 ist die Höhe der Magnetisierungsstufe ein weiteres Maß für den Einfluss
der Anisotropie-Ergänzung. In keiner anderen Orientierung kommt diese ihrem Ma-
ximalwert von 2gµB so nahe.

D > 0:

In dieser Orientierung können die Spins sich (klassisch) zu jedem Gesamtspin ad-
dieren, ohne die Ebenen senkrecht zu den Anisotropieachsen zu verlassen. Für
D > 0 treten also, bei einer genügend starken Anisotropie, keine Magnetisierungs-
stufen auf.

zu iii): In Abbildung 12 ist der Einfluss der Anisotropie-Ergänzung für eine Molekülorien-
tierung dargestellt, in der das Magnetfeld parallel zu einer Tetraederkante verläuft.
In diesem Fall ist

∑
u |e(B)

u | minimal. Die Anisotropie-Ergänzung hat in dieser Ori-
entierung einen geringeren Einfluss auf die Magnetisierung. Dieses drückt sich in
der Stärke der Magnetisierungsstufen aus. Die für die antiferromagnetische Kopp-
lung charakteristischen Stufen sind in dieser Orientierung am stärksten ausgeprägt.

D < 0:

Die Magnetisierungsstufen sind in dieser Orientierung ähnlich ausgeprägt wie in
der Messkurve. Allerdings scheint eine Beschreibung der gemessenen Magnetisie-
rungskurve mit der gewählten Kopplungskonstante J = 6.6KkB nicht möglich,
siehe Abbildung 12 (oben).

D > 0:

Selbst in dieser Orientierung treten für D > 0 nur sehr schwache Magnetisierungs-
stufen auf. Es lässt sich zwar ein zur Messkurve ähnlicher Verlauf herstellen, doch
die Magnetisierungsstufen sind dann gänzlich verschwunden. Es ist also anzuneh-
men, dass das Ni4-Molekül durch einem Ansatz mit D > 0 nicht zu beschreiben
ist.
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Abbildung 11: Magnetisierung für ein Magnetfeld, das mittig durch zwei sich gegenüberlie-
gende Tetraederkanten verläuft
oben: leichte Magnetisierungsachse.
unten: harte Magnetisierungsachse.
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Abbildung 12: Magnetisierung parallel zu einer Tetraederkante
oben: leichte Magnetisierungsachse
unten: harte Magnetisierungsachse
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4.6.2. Abschätzung der Parameter aus der Magnetisierungsmessung

Die Diskussion in Abschnitt 4.6.1 ergab, dass mit D > 0 keine Beschreibung der gemesse-
nen Magnetisierungskurven möglich ist. Gleiches gilt für die Parameterwahl J = 6.6KkB
und g = 2.22. Um die Auswirkungen der antiferromagnetischen Kopplung und der
Anisotropie-Ergänzung besser analysieren zu können, wird erst einmal der Wert g = 2.22
beibehalten. Im Folgenden wird nun versucht, die gemessene Magnetisierungskurve durch
eine geeignete Wahl von J und D zu reproduzieren. Dafür ist nun den Wert für D zu er-
mitteln, in der eine Variation von J eine Kurvenschar erzeugt, welche im größtmöglichen
Einklang mit der Messkurve liegt. Da sich die Magnetisierungskurven für unterschied-
liche Orientierungen im Wesentlichen nur in der Ausprägung der Stufen unterscheiden,
wird dabei auf eine räumliche Mittelung verzichtet. Aus dieser Abschätzung heraus wur-
de D = −23KkB gewählt, siehe Abbildung 13 und 14 . Aus einer genaueren Betrachtung
einer solchen Kurvenschar wurde J = 9.6KkB abgeschätzt. Für diese Parameter wurde
schließlich eine räumliche Mittelung durchgeführt. Die resultierende Magnetisierungs-
kurve beschreibt die Messwerte leider nicht in befriedigender Weise, siehe Abbildung 15.
Bei der räumlich gemittelten Magnetisierungskurve treten die Stufen der Messkurve
nicht auf. Dieses lässt auf ein größeres Verhältnis J/D schließen. Mit keiner der in die-
sem Zusammenhang getesteten Parameter konnte eine auch annähernd befriedigende
Beschreibung der Messkurve erreicht werden.
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Abbildung 13: Magnetisierung für verschiedene Kopplungskonstanten, bei einem Magnetfeld
parallel zu einer Tetraederkante
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Abbildung 14: Magnetisierung für verschiedene Kopplungskonstanten, bei einem Magnetfeld
parallel zu einer Anisotropieachse

0 10 20 30 40 50 60
B
������
T

0

1

2

3

4

M
�������������
gΜB

T=0.44K g=2.22 D=-23KkB J=9.6KkB

Messung B¯

Messung B­

ÚÈeu
HBL È=max

ÚÈeu
HBL È=min

eÓÖ u ÈÈBÓÖÖM
���

Rand

Abbildung 15: Magnetisierung in drei ausgewählte Orientierungen und eine Mittelung über
100 zufällig generierte Orientierungen
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Um die gemessenen Magnetisierungkurven zu beschreiben, wurden viele Variationen der
Parameter D, J und g getestet. Um das Verhalten der Magnetisierungsstufen zu beob-
achten, wurde dabei eine Molekülorientierung gewählt, in der diese ähnlich stark wie
in der Messkurve ausgeprägt sind. Es ergaben sich so verschiedene Parameterkombi-
nationen, bei denen die Lage von zwei oder drei Magnetisierungsstufen mit denen der
Messkurve näherungsweise übereinstimmt. Dabei verliefen die berechneten Magnetisie-
rungskurven grundsätzlich weit unter der Messkurve. Sowohl die antiferromagnetische
Kopplung als auch die Anisotropie waren dabei immer stärker als wie in diesem Ab-
schnitt abgeschätzt, also J > 9.6KkB und D < −23KkB. Eine Magnetisierungskurve
einer solchen Parameterkombinationen wird in Abschnitt 4.7 für ein Beispiel verwendet
und ist in Abbildung 17 dargestellt.

Wie sich bereits aus Abschnitt 4.5.2 und 4.5.3 schließen lässt, ist mit den hier abge-
schätzten Parametern die gemessene Nullfeldsuszeptibilität nicht zu beschreiben. Zur
Verdeutlichung der Unterschiede ist in Abbildung 16 die Nullfeldsuszeptibilität für J =
9.6KkB und D = −23KkB im Vergleich mit den Messwerten dargestellt.
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Abbildung 16:
Nullfeldsuszeptibilität
mit den Parametern aus
der Magnetisierungsan-
passung im Vergleich mit
den Messwerten

Fazit:

Durch die in Abschnitt 4.3 eingeführte Anisotropie-Ergänzung ist es lediglich möglich,
die gemessene Magnetisierungskurve grob zu reproduzieren. Dabei ließ sich keine der cha-
rakteristischen Erhebungen erzeugen. Außerdem stehen diese Parameter im Widerspruch
zur Nullfeldsuszeptibilitätsmessung. Die Anisotropie-Ergänzung muss also als nicht aus-
reichend betrachtet werden. Dennoch scheint dieser Ansatz nicht völlig verkehrt. Für die
Magnetisierung konnte immerhin eine der Messkurve ähnliche Streckung und ein Abfla-
chen der Stufen beobachtet werden. Es gilt also zu untersuchen, ob der bisherige Ansatz
durch weitere Modifikationen verbessert werden kann.
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4.7. Magnetisierung vertikal zum Magnetfeld

Die Magnetisierung wurde in Gleichung 3.4 definiert als

M = −gµB 〈S∼(3) 〉 , B = B(3) . (4.23)

Betrachtet man nun
| ~M | = |gµB 〈 ~S∼ 〉 | , (4.24)

so kann für
〈S∼(1) 〉 u 0 und 〈S∼(2) 〉 u 0 (4.25)

weiterhin Gleichung 4.23 verwendet werden. Gleichung 4.25 ist nur im isotropen Fall
exakt gültig. Bisher wurde davon ausgegangen, dass 〈S∼(1) 〉 und 〈S∼(2) 〉 im anisotropen
Fall zu vernachlässigen sind. Da mit dem bisherigen Ansatz die Magnetisierungsmes-
sung nicht zu beschreiben war, wird nun untersucht, ob die Magnetisierung senkrecht
zum äußeren Magnetfeld in diesem Zusammenhang von Bedeutung ist. Dafür sind sie
Magnetisierungen M (1), M (2) und M (3) zu berechnen13.

M (i) = −gµB

Z

81∑
i=1

〈φi |S∼(i) |φi 〉 e−βEi , mit i = 1, 2, 3 . (4.26)

Um den Einfluss der Magnetisierung senkrecht zum Magnetfeld einschätzen zu können,
sind schließlich

M (3) und | ~M | =
√

M (1)2 + M (2)2 + M (3)2

zu vergleichen. In Abbildung 17 ist dieser Vergleich für g = 2.22, J = 11.4KkB, D =
25KkB und eine willkürlich gewählte Molekülorientierung dargestellt. Es sollte fest-
gestellt werden, ob eine Addition der zum Magnetfeld vertikalen Magnetisierung eine
entscheidende Annäherung an die Messkurve bewirkt. Dieses ist nicht der Fall. Die Ma-
gnetisierung senkrecht zum äußeren Magnetfeld ist tatsächlich zu vernachlässigen.

In Abbildung 17 ist außerdem ein interessanter Effekt zu erkennen. Die zum Magnetfeld
vertikale Magnetisierung besitzt lokale Maxima. Diese treten bei den Magnetfeldern auf,
an denen die Magnetisierung in Richtung des Magnetfeldes stark ansteigt. Eine mögliche
Erklärung hierfür ist, dass die Anisotropie-Ergänzung einen stärkeren Einfluss auf die
Ausrichtung der Spins hat, wenn durch die antiferromagnetische Kopplung, während
eine Niveau-Kreuzung, keine Ausrichtung eindeutig bevorzugt wird.

13Um auch bei der Berechnung von M (1) und M (2) die diagonale Matrix von S∼
(3) nutzen zu können,

wurde einfach M (3)(B = B(1)) in den entsprechenden Molekülorientierungen berechnet.
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Abbildung 17: Magnetisierung in Richtung des Magnetfeldes und senkrecht dazu

5. Magnetostriktive Modifikation

Eine mögliche Art der Modifizierung des bisher verwendeten Ansatzes ist, die Parameter
D und J als vom äußeren Magnetfeld abhängig zu betrachten. Eine solche Abhängigkeit
hätte ihren Ursprung in der Deformation des Kristalls durch das äußere Magnetfeld. Eine
solche Deformation wird i.Allg. als Magnetostriktion bezeichnet. Die Ursachen der Ma-
gnetostriktion sind vielseitig und oft nicht eindeutig. In den meisten Fällen lässt sich die
Magnetostriktion gut durch phänomenologische Ansätze beschreiben. Diese lassen sich
jedoch nicht ohne weiteres auf magnetische Moleküle wie Ni4 übertragen. Es wird deshalb
im Folgenden nur kurz der grundlegende Effekt der Magnetostriktion anhand einfacher
Beispiele beschrieben. Dabei wird nicht weiter auf spezifische Effekte, wie z.B den aus
der Dipol-Dipol-Wechselwirkung folgenden Form-Effekt14 eingegangen. Eine ausführli-
che Beschreibung der üblichen Ansätze findet man in [7], von wo auch die Ausführungen
in Abschnitt 5.1 in leicht veränderter Form entnommen wurden.

14Bei kleinen Magnetfeldern ist der Form-Effekt häufig die wesentliche Ursache der Magnetostriktion.
Wie auch bei der Formanisotropie wird davon ausgegangen, dass die Dipol-Dipol-Wechselwirkung
wegen der relativ großen Abstände der Spins zueinander zu vernachlässigen ist.
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5.1. Grundlagen der Magnetostriktion

Die Magnetostriktion ist gewöhnlich auf eine Änderung der Domänenstruktur im Fest-
körper zurückzuführen. Jede Domäne deformiert das Kristallgitter in Richtung der Domän-
Magnetisierung ~MD. Stellen wir uns jetzt einen magnetischen Festkörper vor, der ohne
seine magnetischen Eigenschaften die Form einer Kugel mit dem Durchmesser l hät-
te. Dieser Festkörper sei nun eindomänig und, durch den Einfluss seiner magnetischen
Eigenschaften auf die Bindungsstruktur, in Richtung der Domän-Magnetisierung um
δl vergrößert. Die relative Längenänderung in eine Richtung mit dem Winkel Φ zur
Domän-Magnetisierung ist dann

δl

l
=

δlmax

l
cos2(Φ) . (5.1)

Ein externes Magnetfeld mit dem Winkel ΦB zur Domän-Magnetisierung bewirkt nun
eine Drehung der Domän-Magnetisierung und so eine Änderung der Bindungsstruktur.
Die relative Längenänderung in der Richtung des äußeren Magnetfeldes beträgt nach der
vollständigen Ausrichtung

δlB
l

= ∆
( δl

l

)
=

δlmax

l
[1− cos2(ΦB)] . (5.2)

Gleichung 5.2 lässt sich nun auf Systeme mit mehreren Domänen übertragen.

In einem isotropen Medium sind die einzelnen Domän-Magnetisierungen zufällig ausge-
richtet. Die relative Längenänderung ergibt sich aus der Mittelung von Gleichung 5.2
zu ∫ π

2

0

δlmax

l
[1− cos2(ΦB)] sin(ΦB)dΦB =

2

3

δlmax

l
. (5.3)

Im anisotropen Fall bewirkt ein steigendes Magnetfeld zuerst eine Vergrößerung der Do-
mänen, deren spontane Magnetisierungsrichtungen den größten Anteil in Magnetfeld-
richtung haben. Erst nachdem so keine weitere Energieminimierung mehr möglich ist,
kommt es zur Umorientierung dieser Domänen in Richtung des äußeren Magnetfeldes.[2]
Durch die Umorientierung kommt es dann zu einer Änderung der Bindungsstruktur und
damit zu einer Deformierung des Festkörpers. Das Volumen bleibt dabei näherungs-
weise konstant. Ist der minimale Winkel zum äußeren Magnetfeld nicht durch mehrere
Anisotropieachsen entartet, dann gelangt der Festkörper im Idealfall bereits vor dem
Einsetzen der Magnetostriktion in einen eindomänigen Zustand. Betrachten wir zur Ver-
anschaulichung das einfachste Beispiel, einen Ferromagneten mit uniaxialer Anisotropie.
Die maximale relative Längenänderung ergibt sich für ΦB zwischen 0 und π/2 durch
Einsetzen in Gleichung 5.2. Für den Fall einer leichten Magnetisierungsachse parallel
zum äußeren Magnetfeld gibt es nach Gleichung 5.2 keine Magnetostriktion. Liegt das
äußere Magnetfeld senkrecht zu einer leichten Magnetisierungsachse, dann ergibt sich
nach der abgeschlossenen Umorientierung der Domän-Magnetisierung aus Gleichung 5.2
die maximale relative Längenänderung δlmax/l. Die Änderung der Magnetisierung wird
in diesem Fall durch eine einfache Drehung der Domän-Magnetisierung hervorgerufen.

M = MS cos(ΦB) , mit der Sättigungsmagnetisierung MS = | ~MD| . (5.4)
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Einsetzen von Gleichung 5.4 in Gleichung 5.1 ergibt

δl

l
=

δlmax

l

( M

MS

)2

. (5.5)

Für alle anderen Magnetfeldrichtungen setzt die Magnetostriktion abrupt bei

M = MS cos(ΦB) (5.6)

ein. Bei einem Pulver ergibt sich durch Mittelung eine bei M = 0.5MS beginnende
Magnetostriktion.

5.2. Magnetostriktion magnetischer Moleküle

Es ist nun schwer, Überlegungen in der Art, wie sie in Abschnitt 5.1 beschrieben wur-
den, auf magnetische Moleküle zu beziehen. Der entscheidende Punkt ist dabei, dass in
magnetischen Molekülen keine Domänenstruktur vorhanden ist. Wenn man wieder vor-
aussetzt, dass die Dipol-Dipol-Wechselwirkung in den Festkörpern magnetischer Mole-
küle keine wesentliche Rolle spielt, dann sollte es zur Beschreibung der Magnetostriktion
genügen, ein einzelnes Molekül zu betrachten. Dieses ist aber nur scheinbar ein Vorteil
für eine einfache Behandlung der Magnetostriktion. Es ist nicht klar, welche Auswirkung
die Änderung der Orientierung eines einzelnen Spin hat. Im Gegensatz zu normalen ma-
gnetischen Festkörpern kann hier nicht auf eine Vielzahl beobachteter Phänomene zu-
rückgegriffen werden. Aus Abschnitt 5.1 lässt sich lediglich die Erfahrung übernehmen,
dass es aus einem ungeordneten Zustand heraus möglich ist, dass die Magnetostriktion
erst ab einem bestimmten Schwellwert der Magnetisierung auftritt.

Es ist nun erst einmal zu überlegen, was die Ursache der Magnetostriktion in magne-
tischen Molekülen sein kann. In jedem Fall sollte eine Umorientierung der Spins die
Grundlage einer auftretenden Magnetostriktion sein. Durch die Austauschwechselwir-
kung werden die Spinorientierungen bevorzugt, bei denen die Coulomb-Wechselwirkung
der Elektronen minimal ist. Ein Ausrichten der Spins im äußeren Magnetfeld sollte dem-
nach eine stärkere Coulomb-Abstoßung bewirken. Es ist also nicht auszuschließen, dass
die Ursache der Magnetostriktion allein auf die Austauschwechselwirkung zurückzufüh-
ren ist. Es liegt aber nun die Vermutung nahe, dass die Spin-Bahn-Kopplung die wesentli-
che Ursache der Magnetostriktion ist. Wenn man die Orientierung der Bahndrehimpulse,
so wie bisher in dieser Arbeit, als fest annimmt, dann treten die Spins über die Spin-
Bahn-Kopplung in Wechselwirkung mit der Struktur des Kristalls. Ein Indiz für diese
Vermutung ist, dass in der Vielzahl von Veröffentlichungen zu magnetischen Molekülen
mit FeIII bisher nicht über Magnetostriktion berichtet wurde.15

15FeIII hat die Elektronenkonfiguration 3d5 und damit nach den Hundschen Regeln keinen Bahndreh-
impuls.
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5.3. Einfacher Ansatz für Ni4

Grundsätzlich ist davon auszugehen, dass sowohl die Austauschwechselwirkung als auch
die Spin-Bahn-Wechselwirkung durch eine Streckung oder Stauchung des Moleküls be-
einflusst werden können. Ohne zu wissen, wie die Magnetostriktion konkret verlaufen
sollte, lässt sich daraus allerdings nur folgern, dass die Kopplungskonstante und die Ani-
sotropiekonstante von der Magnetisierung abhängig sein könnten. Dieses müsste nun
in irgendeiner Form in den Hamiltonoperator impliziert werden. Eine Möglichkeit wäre
z.B.: J = J(S∼

(3)), D = D(S∼
(3)), ~eu = ~eu(S∼

(3)u). Oder allgemeiner: Juv = Juv(s∼
(3)
u, s∼

(3)
v),

Du = Du(s∼
(3)
u), ~eu = ~eu(s∼

(3)
u). Ein Ansatz dieser Art scheint aber zu komplex, um direkt

umgesetzt zu werden.

Um überhaupt eine Vorstellung von der Auswirkung der Magnetostriktion zu erhalten,
bietet sich nun an, J oder D in einfacher Weise direkt vom Magnetfeld abhängig zu
machen. Betrachtet man Abbildung 13, dann scheint es möglich, die gemessene Magne-
tisierungskurve durch ein im Magnetfeld steigendes J zu reproduzieren. Nach [9] ist in
magnetischen Molekülen mit FeIII eine exponentielle Abhängigkeit von J zum Abstand
P zwischen den Eisen-Ionen und dem umgebenden Sauerstoff festgestellt worden.16

J = C1 e
−C2P . (5.7)

Im Folgenden wird nun Gleichung 5.7 auf das Ni4-Molekül angesetzt. Da es über die
Abhängigkeit zwischen P und B keine genauen Informationen gibt, wird an dieser Stelle
ein linearer Zusammenhang angenommen. Nach Abbildung 13 sollte J mit steigendem
Magnetfeld zunehmen. Ein erster einfacher Ansatz für die magnetfeldabhängige Kopp-
lungskonstante lautet demnach

J = C1 e
−C2P = C1 e

−C2(P0 − C3B)
= J0 e

B/γ
. (5.8)

5.4. Magnetisierung und Suszeptibilität

Es gilt nun die Parameter J0, γ, und D anzupassen. Dabei sollte J0 auf Grund der An-
passung an die Nullfeldsuszeptibilitätsmessung (Abschnitt 4.5.3) in dem Bereich 6.6KkB-
7.2KkB liegen, siehe Abbildung 8 und 9 . Um die Parameter der Lage und Stärke der
Magnetisierungsstufen anzupassen, ist es notwendig über die räumliche Verteilung zu
mitteln. In Abbildung 18 ist gut zu erkennen, wie sich die Magnetisierungsstufen durch
das wachsende J verbreitern. Dabei kommt es nicht zu einem Abflachen der Stufen,
wie es eine stärkere Anisotropie bewirkt, siehe Abbildung 19. Das beste Resultat konnte
mit den Werten J 0 = 7.0KkB, γ = 65T und D = 10KkB erzielt werden 17 , siehe

16Dieser Zusammenhang wurde durch die Auswertung von Messungen an verschiedenen Molekülen
festgestellt, nicht etwa durch eine beobachtete Magnetostriktion.

17Eine im Ansatz durchgeführte Anpassung von J0, γ, und D bei g = 2.27 zeigte nur geringe Unter-
schiede im Kurvenverlauf und wurde deswegen nicht bis zum Ende durchgeführt.
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Abbildung 20. Für den relativ willkürlich gewählten Ansatz beschreiben diese Parame-
ter die Magnetisierungsmessung erstaunlich gut. Dennoch sind deutliche Unterschiede zu
erkennen. Besonders die dritte Stufe ist gegenüber der Magnetisierungsmessung deutlich
nach vorne verschoben.

Um die Übereinstimmungen und die Unterschiede zur Messkurve zu verdeutlichen, ist in
Abbildung 21 die Suszeptibilität in Abhängigkeit vom äußeren Magnetfeld dargestellt.
Dabei wurden sowohl für die gemessene als auch für die berechnete Suszeptibilität die
gleichen Daten wie in Abbildung 20 und die Näherung χ ≈ ∆M/∆B verwendet. Neben
dem stark abweichenden dritten Magnetisierungssprung fällt in dieser Darstellung der
unterschiedliche Verlauf für B → 0 auf. Die in Abbildung 9 dargestellte Suszeptibilitäts-
messung wurde nur bis auf eine Temperatur von 2K hinab durchgeführt. Es ist dort
nicht zu erkennen welchen Verlauf die Nullfeldsuszeptibilität für T → 0 einschlägt. In
Abbildung 21 gehen die Messwerte auf B = 0.5T und T = 0.44K hinunter. Die be-
rechnete (Nullfeld-) Suszeptibilität liegt hier durch den Einfluss von D wesentlich höher.
Dieses deutet an, dass auch D sich mit dem externen Magnetfeld ändern könnte. In die-
sem Fall wäre auch die gute Beschreibung der Nullfeldsuszeptibilität durch das isotrope
Heisenberg-Modell geklärt.
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Abbildung 18: Magnetisierung für eine magnetfeldabhängige Kopplungskonstante, gemittelt
über 100 zufällig generierte Orientierungen
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Abbildung 19: Magnetisierung für eine magnetfeldabhängige Kopplungskonstante, gemittelt
über 100 zufällig generierte Orientierungen
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Abbildung 20: Magnetisierung für eine magnetfeldabhängige Kopplungskonstante, gemittelt
über 1000 zufällig generierte Orientierungen
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Abbildung 21: Suszeptibilität für eine magnetfeldabhängige Kopplungskonstante, gemittelt
über 1000 zufällig generierte Orientierungen

6. Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit beschäftigt sich mit den Auswirkungen des Bahndrehimpulses auf die Ei-
genschaften magnetischer Moleküle. Es wurde am Beispiel des Ni4-Moleküls untersucht,
ob sich die Spin-Bahn-Kopplung durch eine phänomenologische Erweiterung des Hamil-
tonoperators in das Heisenberg-Modell integrieren lässt. Das Ni4-Molekül wurde für diese
Untersuchung ausgewählt, da für dieses bisher nicht erklärbare Magnetisierungsmessun-
gen aufgenommen worden sind. Auf Grund der einfachen Struktur des Ni4-Moleküls
wurde auch eine einfache und genau zu analysierende Lösung des Problems erwartet.

Um zu erfahren, welche Art von Anisotropie im Ni4-Molekül auftritt, wurden zuerst die
unterschiedlichen Auswirkungen harter und leichter Magnetisierungsachsen untersucht.
Aus der Nullfeldsuszeptibilitätsmessung konnten in dieser Hinsicht keine entscheidenden
Erkenntnisse gewonnen werden. Auf Grund der hohen Symmetrie des Ni4-Moleküls ergab
sich, dass die Anisotropie kaum, bzw. keinen Einfluss auf den Hochtemperaturbereich
hat. Für tiefe Temperaturen trat zwar eine Änderung der Nullfeldsuszeptibilität auf, doch
war diese für harte und leichte Anisotropieachsen relativ ähnlich. Durch die Auswertung
der Magnetisierungsmessung konnte schließlich festgestellt werden, dass es sich bei Ni4
um Anisotropieachsen leichter Magnetisierung handelt. Achsen harter Magnetisierung
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wurden ausgeschlossen, da sich auf Grund des höheren Freiheitsgrade der Spins kaum
magnetische Stufen bilden können. Die im Anschluss an diese Betrachtungen angestrebte
Anpassung des Modells an die Messwerte führte nicht zu dem gewünschten Ergebnis, da
sich in Ni4 sehr wahrscheinlich mehrere Effekte überlagern. Neben der Anisotropie scheint
der Bahndrehimpuls auch eine starke Magnetostriktion zu ermöglichen. Ein einfacher
Ansatz mit einer vom Magnetfeld abhängigen Kopplungskonstanten konnte schließlich
einigermaßen an die Magnetisierungsmessung angepasst werden.

Das Ziel weiterer Untersuchungen am Ni4-Molekül sollte nun allerdings nicht sein, eine
Funktion J(B) so zu konstruieren, dass sich die Magnetisierungsmessung besser anpassen
lässt. Es erscheint wesentlich interessanter, sich von der direkten Magnetfeldabhängig-
keit von J zu lösen und J als eine Funktion der Magnetisierung zu betrachten. Des
weiteren könnte untersucht werden, inwieweit sich der übliche phänomenologische An-
satz für die Anisotropie von einer quantenmechanisch betrachteten Spin-Bahn-Kopplung
unterscheidet[10]. In diesem Fall sollten dann die Bahndrehimpulse an energetisch gün-
stige Achsen gebunden sein. Durch die weitere Quantisierung stiege die Dimension des
Systems für das Ni4-Molekül von (2s + 1)4 = 81 zu (2s + 1)4(2l + 1)4 = 194481. Für
Untersuchungen dieser Art sollten also noch kleinere Systeme betrachtet werden. Um die
Anisotropie magnetischer Moleküle besser zu verstehen, wäre es außerdem interessant
ein Molekül mit einer Symmetrie zu untersuchen, die einen Einfluss der Anisotropie auf
den Hochtemperaturbereich der Nullfeldsuszeptibilität erlaubt.
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A. Matrixdarstellung des Hamiltonoperators aus 4.3

Um die Eigenwerte und Eigenvektoren des Hamiltonoperators nummerisch berechnen
zu können, muss dieser als Matrix dargestellt werden. Aus der Wirkung der einzelnen
Leiter- und Projektionsoperatoren ergibt sich direkt ihre benötigte Matrixform.

s∼
(+)
u |mu , mv , mw , mx 〉 =

√
2−mu(mu + 1 ) |mu + 1, mv , mw , mx 〉

s∼
(−)
u |mu , mv , mw , mx 〉 =

√
2−mu(mu − 1 ) |mu − 1, mv , mw , mx 〉

s∼
(3)
u |mu , mv , mw , mx 〉 = mu |mu , mv , mw , mx 〉 ( {u,v,w,x}={1,2,3,4} )

=⇒
〈 ~m′ | s∼(+)

u | ~m 〉 =
√

2δm′
u(mu+1) δm′

vmv δm′
wmw δm′

xmx

〈 ~m′ | s∼(−)
u | ~m 〉 =

√
2δm′

u(mu−1) δm′
vmv δm′

wmw δm′
xmx

〈 ~m′ | s∼(3)
u | ~m 〉 = mu δm′

umu δm′
vmv δm′

wmw δm′
xmx

〈 ~m′ | s∼(+)
u

2 | ~m 〉 = 2δm′
u(mu+2) δm′

vmv δm′
wmw δm′

xmx

〈 ~m′ | s∼(−)
u

2 | ~m 〉 = 2δm′
u(mu−2) δm′

vmv δm′
wmw δm′

xmx

〈 ~m′ | s∼(3)
u

2 | ~m 〉 = m2
u δm′

umu δm′
vmv δm′

wmw δm′
xmx

〈 ~m′ | {s∼(−)
u , s∼

(+)
u } | ~m 〉 = (4− 2m2

u)δm′
umu δm′

vmv δm′
wmw δm′

xmx

〈 ~m′ | {s∼(3)
u , s∼

(+)
u } | ~m 〉 =

√
2 (2mu + 1)δm′

u(mu+1) δm′
vmv δm′

wmw δm′
xmx

〈 ~m′ | {s∼(3)
u , s∼

(−)
u } | ~m 〉 =

√
2 (2mu − 1)δm′

u(mu−1) δm′
vmv δm′

wmw δm′
xmx

〈 ~m′ | s∼(−)
u s∼

(+)
v | ~m 〉 = 2δm′

u(mu−1) δm′
v(mv+1) δm′

wmw δm′
xmx

〈 ~m′ | s∼(+)
u s∼

(−)
v | ~m 〉 = 2δm′

u(mu+1) δm′
v(mv−1) δm′

wmw δm′
xmx

〈 ~m′ | s∼(3)
u s∼

(3)
v | ~m 〉 = mu mv δm′

umu δm′
vmv δm′

wmw δm′
xmx .

Mit Gleichung 4.7 - 4.10 ergeben sich hieraus die Matrixelemente des Hamiltonoperators.
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〈 ~m′ |H∼ | ~m 〉 = J

4∑
u=2

u−1∑
v=1

[
δm′

u(mu−1) δm′
v(mv+1)

+ δm′
u(mu+1) δm′

v(mv−1) + mu mv δm′
umu δm′

vmv

]

× δm′
wmw δm′

xmx

+
D

4

4∑
u=1

[
(e(1)2

u − e(2)2
u − i2e(1)

u e(2)

u )2δm′
u(mu+2)

+ (e(1)2
u − e(2)2

u + i2e(1)

u e(2)

u )2δm′
u(mu−2)

+ m2
u δm′

umu + (e(1)2
u + e(2)2

u )(4− 2m2
u)δm′

umu

+ (e(1)

u e(3)

u − ie(2)

u e(3)

u )
√

2 (4mu + 2)δm′
u(mu+1)

+ (e(1)

u e(3)

u + ie(2)

u e(3)

u )
√

2 (4mu + 2)δm′
u(mu−1) − 32

3
δm′

umu

]

× δm′
vmv δm′

wmw δm′
xmx

+ gµB

4∑
u=1

[
1

2
(B(1) − iB(2))

√
2δm′

u(mu+1)

+
1

2
(B(1) + iB(2))

√
2δm′

u(mu−1) + B(3) δm′
umu

]

× δm′
vmv δm′

wmw δm′
xmx .

B. Spurformeln

Sp(1∼) = (2s + 1)N

Sp(S∼
(3)2) =

1

3
N(2s + 1)Sp(1∼)

Sp(S∼
(3)2H∼J) =

2

9

∑
u<v

Juv s2(s + 1)Sp(1∼)
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