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1. FEinleitung

1. Einleitung

In den vergangenen Jahren konnten mit Hilfe der synthetisierenden Chemie Molekiile
erzeugt werden, die aufgrund ihrer Struktur und ihrer magnetischen Eigenschaften in der
Physik grofle Beachtung fanden (Sessoli u.a. 1993; Gatteschi u.a. 1994). Obwohl jedes
dieser Molekiile eine Vielzahl von Atomen enthélt, verdankt es seine magnetischen Ei-
genschaften paramagnetischen Ionen, deren ungepaarte Elektronen untereinander wech-
selwirken. Es existieren sowohl Molekiile!, in denen nur wenige solcher paramagnetischer
Tonen vorliegen, als auch riesige Molekiile, in denen mehrere Dutzend Ionen in komple-
xen, aber geometrisch leicht zu fassenden Strukturen positioniert sind. Ein Beispiel fiir
ein komplexes System, das in der physikalischen Gemeinschaft viel Aufmerksamkeit auf
sich gezogen hat, ist das Keplerat {MoroFesp}, in dem 30 Eisenionen die Ecken eines
Ikosidodekaeders besetzen (Miiller u. a. 1999).

Da intermolekulare Wechselwirkungen vernachlissigbar sind, kénnen magnetische Mo-
lekiile in einem Heisenberg-Modell beschrieben werden, das lediglich intramolekulare
Spin-Spin-Wechselwirkungen betrachtet. Oftmals koppeln die Spins des Systems antifer-
romagnetisch, so dass ein antiferromagnetischer Heisenberg-Operator zu Grunde gelegt
werden kann.

Die sowohl theoretisch- als auch experimentalphysikalische Betrachtung magnetischer
Molekiile begriindet sich vornehmlich aus der Hoffnung heraus, mit ihnen Quantencom-
puter realisieren zu kénnen. Aber auch als Datenspeicher mit enorm hoher Speicherdich-
te sind magnetische Molekiile im Gespréch. Dariiberhinaus bieten sie der theoretischen
Physik die einmalige Moglichkeit, den Ubergang zwischen reinen Quantensystemen und
Systemen, die durch die klassische Physik beschrieben werden kénnen, zu betrachten
(Gatteschi 1994; Leuenberger u. Loss 2001). Einerseits ist es moglich, thermodynamische
Eigenschaften von Systemen mit bestimmter geometrischer Struktur zu untersuchen, in
denen die Anzahl wechselwirkender Spins variiert,”? andererseits koénnen verschiedene
Systeme unter Variation der Spinquantenzahlen der beteiligten Spins untersucht wer-
den.?

Zur Untersuchung magnetischer Molekiile stehen verschiedene Techniken zur Auswahl.
Der grundlegende Ansatz ist zweifelsohne die analytische Behandlung der Molekiile ohne
weitere Niaherungen, die in das Modell eingebracht werden. Dieser Ansatz sto3t jedoch
schnell an seine Grenzen, da lediglich einige kleine Systeme aufgrund ihrer Struktu-
ren bzw. Symmetrien rein analytische Betrachtungen zulassen (Kouzoudis 1997, 1998;
Bérwinkel u. a. 2000b).

Demgegeniiber steht die exakte numerische Diagonalisierung des Heisenberg-Hamilton-
operators, der die magnetischen Molekiile beschriebt. Auch hier flieen keine Ndherungen
in das Modell ein. Da die Berechnungen rein numerischer Natur sind, ergeben sich je-
doch numerische Ungenauigkeiten, die von den gewihlten Methoden zur Diagonalisie-
rung des Hamiltonoperators abhingen. Die Anwendbarkeit der exakten numerischen
Diagonalisierung steht in direktem Zusammenhang zu der Grofle des zu betrachtenden
Hilbert-Raumes des Systems. Die Grofle des Hilbert-Raumes wichst exponentiell mit

Lsogenannte magnetische Molekiile

2ein- oder zweidimensionale Systeme wie Ketten oder Gitter mit N Spins

Im Falle der experimentellen Realisierung kénnen in einigen Systemen z.B. Eisen- durch Chromionen
ersetzt werden.
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der Grofle des Systems und der Spinquantenzahl der beteiligten Spins. Fiir einige ma-
gnetische Molekiile, wie z.B. das oben bereits erwiithnte {MozoFesg}, ist die Berechnung
des vollstéindigen Energiespektrums mittels exakter numerischer Diagonalisierung unter
den zur Zeit vorhandenen technischen Voraussetzungen nicht realisierbar.

An dieser Stelle setzen vereinfachende Modelle zur Beschreibung magnetischer Mo-
lekiile an, die entweder analytisch oder numerisch behandelt werden konnen. Es ist
moglich, magnetische Molekiile im Ising-Modell zu beschreiben oder aber Modelle wie
das Rotationsband-Modell (Schnack u. Luban 2001; Schnack u. a. 2001) auf verschiedene
magnetische Molekiile anzuwenden. Eine weitere Naherung an die exakte Betrachtung
des Heisenberg-Modells, die in dieser Arbeit ausgefithrt werden soll, ist die Untersuchung
magnetischer Molekiile mit Hilfe der Spinwellentheorie.

Innerhalb dieser Arbeit sollen die Moglichkeiten zur Beschreibung der Eigenschaften
hochsymmetrischer, magnetischer Molekiile betrachtet werden, die ein spinwellentheore-
tischer Ansatz liefert. Dabei vereinfacht die Beschriankung auf hochsymmetrische Pro-
bleme die Betrachtungen bzw. Berechnungen ohne die Allgemeingiiltigkeit der Theorie
zu beeinflussen. Es geht in erster Linie darum, iiber einen Vergleich mit den Ergebnis-
sen exakter numerischer Diagonalisierung die Anwendbarkeit der Spinwellentheorie zu
iiberpriifen. Dazu werden abhéngig von der Anzahl und der Spinquantenzahl der betei-
ligten Spins Spinsysteme wie Spinring und Kuboktaeder untersucht. Da das Energiespek-
trum dieser Systeme fiir kleine Spinquantenzahlen durch exakte numerische Diagonalisie-
rung in vollem Umfang zugénglich ist, kann der gewiinschte Vergleich mit Ergebnissen
aus der Spinwellentheorie erfolgen. Im Vordergrund der anschliefenden Ausfithrungen
steht die Entwicklung und Darlegung der sogenannten finite-size Spinwellentheorie, der
Spinwellentheorie der Systeme endlich vieler Spins. Diese Arbeit handelt also nicht von
der ausschopfenden Untersuchung eines speziellen Systems/Molekiils, sondern vielmehr
von der durch einige Ergebnisse gestiitzten Darlegung eines spinwellentheoretischen An-
satzes zur Beschreibung magnetischer Molekiile.
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2. Finite-size Spinwellentheorie im
Heisenberg-Antiferromagneten

Die Spinwellentheorie stellte urspriinglich eine Theorie fiir Ferromagneten dar (Hol-
stein u. Primakoff 1940). Erst Anderson (Anderson 1952) und schliefilich Kubo (Kubo
1952) und Oguchi (Oguchi 1960) erweiterten die Theorie auf den antiferromagnetischen
Fall. Gedacht als Theorie fiir Systeme grofler Spins s wird die Spinwellentheorie als
eine Entwicklung in den Ordnungen von 1/s beschrieben. Die Spinwellentheorie kann
dariiberhinaus auch als Resultat eines storungstheoretischen Ansatzes erster Ordnung
in den Ordnungen von 1/(sz) angesehen werden (Manousakis 1991), wobei z die Koor-
dinationszahl des Systems ist.

Ausgangspunkt der hier vorgestellten finite-size Spinwellentheorie ist ein Hamiltonope-
rator vom Heisenberg-Typ*

1 N
HHeisenberg = _5 Z szgz : §j- (1)
,5=1

Dabei ist J eine symmetrische Matrix, die die Austauschparameter der wechselwirkenden
Spins enthélt. Im ferromagnetischen Fall gilt J;; > 0, in dem hier betrachteten antiferro-
magnetischen Fall J;; < 0. Die Operatoren s; sind die Vektoroperatoren der Einzelspins.
Die Summation lduft tiber alle ¢, j mit 4,5 = 1,..., N. Der Faktor % vor der Summe
sichert ab, dass jede Bindung lediglich einmal zur Energie des Systems beitrégt.

Als allgemeines Modell zur Vorstellung der Spinwellentheorie soll an dieser Stelle ein iso-
tropes, d-dimensionales kubisches Spingitter mit N = L? Spins und Néchster-Nachbar-
Wechselwirkung dienen.

Die in diesem Kapitel vorgestellte Theorie bezieht sich in weiten Teilen auf die Ar-
beiten von Takahashi (Takahashi 1989) sowie Hirsch und Tang (Hirsch u. Tang 1989),
die zeitgleich die konventionelle Spinwellentheorie fiir unendlich ausgedehnte Systeme
auf endliche Systeme iibertragen haben und deren Ergebnisse im Falle 7" = 0 zunéchst
reproduziert werden sollen. Auf diese Weise findet sich ein Einstieg in die Spinwellen-
theorie, aus dem im nachfolgenden Kapitel die Anwendung der Spinwellentheorie fiir
Molekiile hervorgehen wird.

Gleichung (1) vereinfacht sich unter den oben aufgefiihrten Annahmen mit

g — { J fiir 4, j nédchste Nachbarn
ij =

0 sonst

zu

~ 1 PR
H—QJ]%si-sj. (2)
(v]

Der Ausdruck ) (ilj) reprisentiert die Tatsache, dass lediglich iiber die Paare 7,7 sum-
miert wird, fiir die die Spins ¢ und j néchste Nachbarn sind.

Da dieser vereinfachte Hamiltonoperator ausschlielich Skalarprodukte zwischen Ein-
zelspins enthélt, ist er im Spin-Raum rotationsinvariant. Er kommutiert also mit den

“Hier und im Folgenden wird /& = 1 gesetzt.
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~92 ~
Gesamtspinoperatoren S und S%. Demnach kann eine Basis |{.S, M}) des Hilbertrau-
mes, in dem der Hamiltonoperator lebt, durch die Eigenwerte S bzw. M der Operators

~92 ~
S bzw. S* gekennzeichnet werden.

2.1. Holstein-Primakoff Reprasentation

Die Produktzustinde® |{m;}) = ], |m;) der Einzelspinoperatoren 57 spannen den ge-

samten Hilbertraum auf, in dem (2) operiert. Durch Einfiihren des Operators

n,=s-—5s,, (3)

lasst sich im Arbeitsmodell eine dquivalente Produktbasis
[{ni}) =[] Ina) (4)

mit ¢ = 1,..., N finden, in der die Zustinde durch die Eigenwerte n; = 0,1,...,2s
der Operatoren n; beschrieben werden. Diese Eigenwerte geben anschaulich die Anzahl
der magnetischen Spinanregungen aus dem klassischen Grundzustand an. Dabei ist zu
beachten, dass die Definition dieser Operatoren vom ferngeordneten, klassischen Grund-
zustand® im Arbeitsmodell ausgeht, demnach eine Niherung fiir 7 = 0 bzw. kleine
Temperaturen T darstellt. Fernordnung besteht innerhalb der Spinwellentheorie genau
dann, wenn die lokale, entlang der Quantisierungsachse orientierte Spinkomponente einen
endlichen Wert annimmt, also ungleich Null ist.

Zur Herleitung der Transformation von Holstein und Primakoff (Holstein u. Primakoff
1940) ist es notig, die Wirkung der Einzelspin-Leiteroperatoren 7 = §% + is¥ und
§7 = 5" —is¥ auf einen Einteilchenzustand der Produktbasis (4) zu betrachten.

Es ergibt sich:

) = Ve—mGrmEDh-1)
= Vn@s+m+1—s)n—1)
= vn@2s—n+1)n—1)

= (25)2(1— (n—1)/25)2n2|n — 1), (5)

Sy = VETmE—mt D+ 1)
= V@2s+m—s)(n+1)n+1)
= V@2s—n)(n+1)n+1)
= (25)2(n+1)2(1 —n/2s)2|n + 1). (6)

Durch den Ubergang zu bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren lassen
sich die Einzelspin-Leiteroperatoren umschreiben. Die bosonischen Erzeuger bzw. Ver-

Sauch: Ising-Zusténde
Sdem Neél-Zustand
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nichter operieren in einem unendlich dimensionalen Raum und werden definiert iiber

atln) = Vn+1n+1), (7)
aln) = +nln—1), (8)

Aus dem Vergleich der Wirkungsweisen der Operatoren aus den Gleichungen (5) und (6)
mit denen in (7) und (8) ergibt sich

1
ata) 2
ﬁ:¢%<—zﬁa, 9)

1
ata) 2
y-:w%ﬁﬁ—aﬂ, (10)

2s
n = a'a. (11)

Fiir die bosonischen Erzeuger bzw. Vernichter wird in Vielteilchensystemen die Vertau-
schungsrelation
[ai,aj] = ;5. (12)

gefordert, wobei d;; das bekannte Kronecker-Symbol ist. Die Beschreibung der Wirkungs-
weise der Leiteroperatoren auf die Zusténde [{n;}) mit ¢ = 1, .., N mittels der oben defi-
nierten bosonischen Erzeuger und Vernichter ist zun&chst unproblematisch. Wie bereits
erwdhnt operieren die bosonischen Erzeuger und Vernichter zwar in einem unendlich
dimensionalen Raum, doch kénnen diese Operatoren nach den Definitionen (9) - (11)
keine unphysikalischen Zustdnde mit n > 2s erzeugen, da

S in=2s)=0 (13)

gilt. Das betrachtete Problem bleibt also gemifl den bisher getroffenen Aussagen und
Bedingungen in dem physikalisch relevanten Hilbertraum H mit dim H = (2s + I)N .

1
Die Wurzel (1 —a*ta/2s)2 in (9) und (10) ist duBerst unhandlich fiir die weitere Ent-
wicklung der Spinwellentheorie. Daher bietet sich eine Reihenentwicklung fiir kleine 1/s

an: N
@\ _ | lata 1 gata)’ (14)
2s 2 2s 8 2s

An dieser Stelle ist es wichtig, zu bemerken, dass die Entwicklung des Wurzelausdrucks
physikalische Konsequenzen nach sich zieht. Die Vernachldssigung von Termen ab einer
bestimmten Ordnung in 1/s ldsst die Bedingung (13) ungiiltig werden. Physikalisch sinn-
volle Zusténde sind nicht mehr von Zustéinden mit n > 2s getrennt. Es ist also notwendig
sich auf den physikalisch sinnvollen Unterraum zu beschrénken. Die Entwicklung in Ord-
nungen von 1/s ist gerade fiir den Fall s = 1/2 nicht ohne Weiteres zu rechtfertigen.
Die Tatsache, dass z.B. fiir das Quadratgitter mit s = 1/2 Ergebnisse erzielt werden,
die nicht weit von exakten Berechnungen abweichen, rechtfertigt jedoch die sinnvolle
Anwendbarkeit der Spinwellentheorie. Dazu muss die Auswahl des Parameters, in dem
entwickelt wird, ndher betrachtet werden. Sieht man nicht 1/s als Entwicklungsparame-
ter an, sondern den Erwartungswert des Operators ata so ist die Entwicklung im Fall
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7' ‘ g X

Abbildung 1: Richtung der lokalen Bezugssysteme an drei Spinplédtzen in der magnetischen Einheitszelle eines
Dreieckgitters mit koplanarem 120°-Grundzustand. Die lokalen Achsen gehen durch Drehung aus dem globalen
Bezugssystem x, y, z hervor.

s = 1/2 giiltig, wenn der Erwartungswert des Teilchenzahloperators klein gegen 2s = 1
ist.

Wie bereits erwahnt ist die Grundlage der Spinwellentheorie der klassische Grundzu-
stand des Systems. Der Hamiltonoperator (2) soll nun mit Hilfe der oben eingefiihrten
bosonischen Erzeuger und Vernichter ausgedriickt werden. Dabei ist es sinnvoll an dem
Ort eines jeden Spins des Systems die Richtung als lokale Quantisierungsachse’ auszu-
zeichnen, in die der Spin im klassischen Grundzustand zeigt. Mathematisch formuliert
wird zusitzlich zu dem globalen Bezugssystem x, v, z ® ein vom Ort des Spins abhiingiges
Bezugssystem x’, y’, z’ eingefiihrt, das im Falle der in dieser Arbeit betrachteten koplana-
ren Grundzusténde durch Drehung um einen Winkel gp(ﬁ) im Ortsraum aus dem globalen
Bezugssystem hervorgeht. Abbildung 1 zeigt zur Anschauung die Situation innerhalb der
magnetischen Einheitszelle eines Dreieckgitters. An jedem Spinplatz unterscheiden sich
die Richtungen der z’-Achsen voneinander. Angenommen wurde ein koplanarer 120°-
Zustand als klassischer Grundzustand. Fiir das Skalarprodukt des Hamiltonoperators
(2) folgt

cosp; 0 singp; cosp; 0 —sinyp;
$i-8; = 8 o 1 0 |- 0 1 0 |
—singp; 0 cosy; sinp; 0 cosy;
/ , / cos;j 0 sing;; gjx:
= (53” 55 ) o 1 0 0, (15)
—sing;; 0 cosp;j /5?/

72-Achse

8oftmals orientiert an der Kristall- bzw. Molekiilstruktur
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mit ¢;; = @; — ¢;. Das Ausmultiplizieren liefert schlieSlich

Si - 8j = COS <f§f§m +s‘fsz->+§yé§“-’ + sin @y <f§9-”s

: Y - §§$) . (16)

Bevor der Hamiltonoperator auf bosonische Erzeuger und Vernichter umgeschrieben
wird, ist es sinnvoll sich iiber die Anzahl der Bosonenfelder Gedanken zu machen, mit
deren Hilfe das System beschrieben werden soll. Allgemein gilt, dass die Spins innerhalb
der magnetischen Einheitszelle des Systems als verschieden angesehen werden miissen.
Demnach wiirde die Anzahl der zu verwendenden Bosonenfelder der Anzahl der Spins in
der magnetischen Einheitszelle gleichen. Im Falle des kubischen Systems enthélt die ma-
gnetische Einheitszelle unabhéingig von der gewihlten Dimension des Systems zwei Spins,
die im klassischen Grundzustand antiparallel zueinander ausgerichtet sind. Die Konse-
quenz wire die Beschreibung durch zwei Bosonenfelder. Unter gewissen Umsténden ist es
jedoch moglich, die Anzahl der notwendigen bosonischen Felder und damit den rechneri-
schen Aufwand zu reduzieren. Dazu ist ein magnetischer Ordnungsvektor K notwendig,
der die magnetische Ordnung des Systems beschreibt. Existiert solch ein Ordnungsvek-
tor, so gilt, dass die Spins zweier durch einen Gittervektor R verbundener geometrischer
Einheitszellen um den Winkel K - R gegeneinander verdreht sind. Es wird also beim
Ubergang von einer geometrischen Einheitszelle in eine andere eine Drehung des Ko-
ordinatensystems vorgenommen. Fiir den hier behandelten Gittertyp ist der Ordnungs-
vektor leicht zu finden.” Damit ist es moglich, sich zur Beschreibung des Systems auf
die oftmals kleinere, geometrische Einheitszelle zu beschréanken. Es sind also nur so viele
Bosonenfelder notwendig, wie Spins in der geometrischen Einheitszelle existieren.'? Die
Spinwellendispersionen des magnetischen Gitters ergeben sich dann aus der Reflektion
an den Grenzen der Brillouin-Zone des geometrischen Gitters.

2.2. Lineare Spinwellentheorie

Die zuerst von Anderson entwickelte lineare Spinwellentheorie beschrankt sich im Ha-
miltonoperator auf Terme bis zur bilinearen Ordnung in den Bosonen-Operatoren. Dies
ist gleichbedeutend mit einer Ndherung in (14) durch 1 und einer Vernachlissigung
der Terme ab der Ordnung 1/s'. Durch die lineare Nitherung werden Wechselwirkun-
gen zwischen Spinwellen ausgeblendet. Diese Ndherung verkniipft physikalisch sinnvolle
Zustdnde mit 0 < n < 2s mit unphysikalischen Zustdnden mit n > 2s. Dementsprechend
behélt sie nur Giiltigkeit fiir grofie s oder (fiir s = 1/2) solange der Erwartungswert des
Teilchenzahloperators im Grundzustand () klein gegeniiber 2s = 1 ist, eine Bedingung,
die im Allgemeinen fiir tiefe Temperaturen erfiillt ist.

Da ein magnetischer Ordnungsvektor existiert, reicht hier die Beschreibung durch ein
einziges Bosonenfeld aus, um das gesamte System zu fassen. Aus den Gleichungen (9)
und (10) ergibt sich in linearer N#herung fiir die Spinkomponenten im lokalen Bezugs-
system

! a /\+ ! A_A+ !
5 :\/25‘“;“ L=t es-ata (17)
1

Im zweidimensionalen Falle wére z.B. K = (m, 7).
10Tm Falle des kubischen Gitters ergibt die Reduzierung auf ein Bosonenfeld keinen rechnerischen Vorteil,
soll aber aus Konsistenzgriinden vorgenommen werden.
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Das Einsetzen in Gleichung (16) unter Vernachlissigung aller Terme hoher als bilinearer
Ordnung ergibt

5 1 U
H = 5|J\ Z {32 COS (Pjj — 8 COS i (a;ra,- + a;raj)
(il7)
cos;g: —1 /. R cosp;g;i +1 /...
+s(p+ (ajaj + CLiCLj) + s¢+ (afaj + amj)

V2s | g
—8§—— sin ;; (aj —a; + aj - aj)
s

1 PUBEN
= §\J\ Z {32 COS (;j — S COS ©;j (a;ra,' + a;'aj)
(il7)

cospi; —1 /4 — coswii+1 /.
+s¢+ (a;”a; + aiaj> + s¢+ (a;“aj + amj)} . (18)

Aus der up-down-Struktur des klassischen Grundzustands im kubischen Gitter resultiert
fiir Nédchste-Nachbar-Spins 7, j cos ¢;; = —1. Fiir den Hamiltonoperator folgt

~ 1 1 SUDUEREIN UGN
H = —iNz]J]sz + §]J] Z {s (ajai + aj'a]) —S (ajaj + aiaj>} , (19)
(il7)

wobei z die Anzahl nichster Nachbarn ist und der Term —1Nz|J|s® der klassischen
Grundzustandsenergie des Hamiltonoperators des Arbeitsmodells entspricht.

Die Symmetrien des in (19) gewonnenen Hamiltonoperators bringt die folgende Transfor-
mation in den k-Raum zum Vorschein. Die Fourier-Reihenentwicklung des bosonischen
Operators und deren Inversion ergeben unter Beachtung der Tatsache, dass iiber den
diskreten Satz von Ortsvektoren summiert wird, die Operatoren

~ 1 —ik-R; ~ ~ 1 ik-Rin

a; = — e Qg ap = —— e May, 20
" VN Z VN Z ' (20)

i €A
und
1 P 1 A

~t ik-Ry ~+ ~t —ik-Ri~t

al = — g ettt o) = — E e a;, (21)
‘ VN k FOUN =~ ’

K

wobei R; der Ortsvektor des jeweiligen Spins 7 ist. Die Vorzeichenwahl ist dem Original-
artikel von Holstein und Primakoff nachempfunden. Der Wellenvektor & ist dabei auf die
erste Brillouin-Zone des geometrischen Gitters'! beschrinkt und nimmt N Werte an.

1Weil durch die Existenz eines Ordnungsvektors die Beschrinkung auf die geometrische Einheitszelle
moglich ist.

10
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Es ergibt sich weiterhin fiir den Hamiltonoperator (19)

~ 1 1 1 7 2 1 L
H = —Z|J|Nzs®>+ =|J s| — AR LT v — e R,

Mit der Identitit - N2 i€ —k") = 0y folgt unmittelbar das Ergebnis:

~ 1 — 1 PPN ~
H= —§NZ|J\52 + Z {Z|J|sa,':ak - §Z’J|S’Yk (afat, + akoz_k)} , (22)
k

wobei v, = 1 D 5 € "% Die Summation iiber &; deutet an, dass iiber alle z Vektoren
summiert erd die Nichste Nachbar- Spins miteinander verbinden. Aus der Symmetrie

des Systems folgt die vereinfachende Aussage: v, =5 € ikd; — =25 e~k = i

Die Vektoren 5Z zu den néchsten Nachbarn ergeben sich z.B. im Bezugssystem des Kris-
tallgitters fiir die lineare Kette zu

5 ==+(1,0,0),  miti=1,2.

2.3. Spezielle Bogoliubov-Transformation

Ziel des weiteren Vorgehens ist es nun, den Hamiltonoperator aus Gleichung (22) in eine
Form geméf

H= Fy + Zka\;—A\k (23)

k

zu bringen, wobei Ejy die Grundzustandsenergie reprisentiert. Man spricht in diesem Fall
von der Diagonalisierung des Hamiltonoperators mittels einer Bogoliubov-Transformation,
die die bosonischen Operatoren kanonisch, d.h. unter Beibehaltung der bosonischen Ver-
tauschungsrelation, in neue Quasiteilchen-Operatoren iiberfiithrt. Aus der Diagonalisie-
rung des Hamiltonoperators (22) ergeben sich die bekannten Ergebnisse der konven-
tionellen Spinwellentheorie (Anderson 1952; Kubo 1952; Oguchi 1960). Dabei treten
fiir £ = 0 und an den Réndern der Brillouin-Zone divergente Moden auf, da dort die
Bogoliubov-Transfomation nicht definiert ist. Diese kénnen beim Ubergang zu unendlich

11



2. Finite-size Spinwellentheorie im Heisenberg-Antiferromagneten

groflen Systemen, d.h. N — oo, vernachléssigt werden, da sie dort keinen Beitrag leisten.
Physikalisch gesehen handelt es sich um das Auftreten sogenannter Goldstone-Moden'2.
Jede spontan gebrochene kontinuierliche Symmetrie im Grundzustand des Systems ruft
eine energetisch nicht beitragende Mode hervor. Die korrekte Beschreibung von Syste-
men mit endlich vielen Spins, in denen kein Symmetriebruch vorliegt, setzt nun aber
voraus, dass die genannten Divergenzen aufgehoben werden, indem die Symmetrie des
Systems wiederhergestellt wird.

Um die Notwendigkeit des weiteren Vorgehens zu erkldren, scheint es zunéchst sinvoll,
den wesentlichen Unterschied zwischen der konventionellen und der finite-size Spin-
wellentheorie néher zu beleuchten. Die konventionelle Spinwellentheorie geht von ei-
nem geordneten! Zustand des Systems aus. Liegt den Betrachtungen ein isotroper Ha-
miltonoperator vom Heisenberg-Typ zu Grunde, der definitionsgeméfl unter Drehung
der Spinoperatoren rotationsinvariant ist, also keine Vorzugsrichtung auszeichnet, so
ist die Annahme eines geordneten Zustands gleichbedeutend mit einer Brechung die-
ser Rotationssymmetrie. Die angesprochenen Goldstone-Moden treten in diesem Fall
auf. Durch Einfithrung bosonischer Operatoren, z.B. mittels der Transformation von
Holstein-Primakoff, und anschlielender Diagonalisierung des Hamiltonoperators werden
in der konventionellen Spinwellentheorie zusétzlich Quantenbeitriage berticksichtigt. Die-
se Quantenfluktuationen heben jedoch nicht die durch die Annahme des Neél-Zustands
eingebrachte Fernordnung des System auf. Daher ist die konventionelle Spinwellentheorie
lediglich anwendbar auf Systeme, in denen Fernordnung vorliegt.

Um endliche Systeme beschreiben zu kénnen, in denen keine Fernordnung vorliegt bzw.
diese durch Quanten- oder thermische Fluktuationen aufgehoben wird, wird in den Ha-
miltonoperator iiber einen Lagrange-Multiplier bzw. iiber ein chemisches Potential fiir
Spinwellenanregungen eine Nebenbedingung aufgenommen, die die urspriingliche Sym-
metrie des Systems erhélt. Damit 16st man sich von der Voraussetzung, dass die Spin-
wellentheorie ihre Giiltigkeit nur dann behélt, wenn eine Fernordnung des Systems vor-
liegt.'* Es wird folgende Forderung gestellt:

> E) =o. (24)

i

Diese Methode wurde in dieser Form von Hirsch und Tang (Hirsch u. Tang 1989) ein-
gefiithrt und verhindert das Auftreten der stérenden Divergenzen. Die Bedingung fordert,
dass die Untergittermagnetisierung'® des Systems im Grundzustand verschwindet. Dies
geschieht naturgeméf, sobald der Erwartungswert der z’-Komponente eines jeden Spins
verschwindet. Umformungen der Nebenbedingung ergeben den Ausdruck

Ns—> (@fa,) = 0

k
& Y (@far) = Ns. (25)

k

2ygl. Goldstone-Theorem

Bnatiirlich im Sinne der Spinwellentheorie geordnet, d.h. der Neél-Zustand

147 B. in ein- oder zweidimensionalen Systemen bei endlichen Temperaturen sowie in Systemen mit einer
endlichen Anzahl an Spins

Botal staggered magnetization

12



2. Finite-size Spinwellentheorie im Heisenberg-Antiferromagneten

Damit ergibt sich der zu diagonalisierende Hamiltonoperator zu

~ 1 PN 1 PN PN P
H= —§NZ|J|32+Z {z!J!s agak — §Z|J|S"yk (aZafk + aka_k) } —i—)\ZaZak, (26)
E E
wobei A als Lagrange-Multiplier oder chemisches Potential angesehen werden kann und

durch (25) bestimmt wird. Die zur Diagonalisierung vorzunehmende Transformation
wird beschrieben durch

Ek (u v, ar \ _ [coshfy sinh6 ay, (27)

K‘fk " \w, wt,)\at,)  \sinh6, coshby) \at, )"
Die hermitesch konjugierten Operatoren ergeben sich durch hermitesche Konjugation
der in den Definitionen enthaltenen Operatoren. Durch die spezielle Wahl der im all-
gemeinen komplexen Parameter u; und vy erfiillt die Transformationsmatrix Gleichung
(60) und erhélt die bosonische Vertauschungsrelation fiir die neu definierten Operatoren.
Gleichzeitig dient die Wahl des vom Wellenvektor k£ abhéngigen Parameters 6, dazu, den
Hamiltonoperator zu diagonalisieren. Beziiglich der Erhaltung der bosonischen Kommu-

tatorrelation erhélt man mit den bosonischen Vertauschungsrelationen fiir die bekannten
Operatoren in allgemeiner Form:

A, A = Audf - ALA,

= (ukak + U*_kai_k) (uz,&,:“, + ’U_k/a_k/)
— (u;;/a]i_, + v_k/&_k/) (ukak + U*_kai—k)

= uku,*;,ak&z; + URV_pr QO + UZ/U*_k&tkaz_, + U_klv*_katka_k/
—u}z,uk&z;ak — uz/Uikal—;ai—k — ukv_k/&_k/&k — vfkv_k/&_k/&fk

= ukuZ/ (5kk’ + a;ak) + U,krv*,k (_(5kk’ + a,krai—k)
—uz,uk&;&k — vikv,k/a,k/afk

= 5kk’ (uku;;/ — ’U_k/’l)ik) .

Es wird ersichtlich, dass der Ansatz u, = u*; = coshfj, und vy = v*, = sinh 6, fiir die

Komponenten der Transformationsmatrix die bosonische Vertauschungsrelation erhélt.
Nach Inversion ergibt sich also fiir die bekannten bosonischen Operatoren:

O = A\k cosh 0, — A\J_rk sinh 6y,

a_p = —/T;: sinh 0, + A\_k cosh 6y, (28)
&,‘f = A: cosh @, — A_j sinh 6,

&i‘k = —ﬁk sinh 0, + gfk cosh 6.

13



2. Finite-size Spinwellentheorie im Heisenberg-Antiferromagneten

Durch Einsetzen der Gleichungen in (28) in den Hamiltonoperator (26) folgt:

~

1 PR 1 PPN ~ ~
= —7|J‘N282 + Z { z|J|s + \) afay — iz\J]s'yk (afat, + aka_k)}
= \J\st + Z { z|J|s 4+ N) <A\: cosh@ — A, sinth) (ﬁk cosh @, — E‘fk sinh 9k>

—§Z\J]5fyk {(Az cosh 6 — A_k sinh 9k> <—A\k sinh 6, + A\J_rk cosh 9k>

+ (& cosh ), — AT, sinh ek) (—X; sinh @ + A_. cosh ek)} } .
Weitere Umformungen mit » Ezgk =2 Efkg_k ergeben dann:

~ 1 ~ o~ 1 ~, -~
H = —§z|J\N32 +)° {(zu\s + ) (sinh2 i + AL Ay cosh 260 — 5 AT AL sinh 26

1 - 1 o~

-3 ApA_j sinh 29k> — z|J sk [—2 sinh 260;, — A" A sinh 26,
L 2 Lo

+§AkA,k cosh 20, + §Ak AT, cosh20y | ¢ .

Ziel ist weiterhin die Diagonalisierung des Hamiltonoperators. Demnach gilt es, die nicht-
diagonalen Terme AkA r und A+A+k zu beseitigen. Als Bestimmungsgleichung des Pa-
rameters 0y, der das Verschwinden der Nichtdiagonalterme gew&hrleisten soll, ergibt sich

die Gleichung
Ny, = — tanh 20, (29)

wobei es sich als praktisch erwiesen hat, die Grofle

z|J|s
= 30
T 2]+ A (30)

einzufiithren.
Das Einsetzen der nach 75 umgeformten Bedingung (29) in den Hamiltonoperator liefert

H = Z {(\J\sz + ) {E:Ek cosh 26}, + sinh? 64
k
~ o~ 1 1
—tanh 20y (|J|sz + \) {A;:Ak sinh 26y, + 3 sinh 294 } — Q\J]NZSQ
= Gs+N Y {E,jﬁk (cosh 20, + 17y, sinh 2ek)}
k
1
+(z|J|s + N) Z {sinh? 6}, + 7y sinh 20, } — §|J|Nz32,
k

mit
wi = (2| J|s + A) [cosh 20}, + nryy sinh 26y (31)

14



2. Finite-size Spinwellentheorie im Heisenberg-Antiferromagneten

als Ausdruck fiir die Energie einer durch den Wellenvektor k charakterisierten Spinan-
regung. Die Gleichungen (30) und (31) liefern die folgenden, alternativen Ausdriicke:

z|J|s 1/2
o = A1), (32)
1
cosh20y = —————. (33)
(1=m93)"
sinh20, — — 1k (34)

(1—m2p) "

Zusammengefasst ergibt sich die diagonalisierte Form des Hamiltonoperators (26) zu'®

~ 1 1 ~ ~ 1
H=—3Nz|Jls <s—|—n> +Zwk (A;AHQ), (35)
k
mit der Einteilchenenergie
z|J|s 1/2
wi = |n| (1-n23)" (36)
und der Grundzustandsenergie
Bo=—2Nalds (s+ ) + 3% (37)
o=—5NzlJls (s ” Srx
E

Der Grundzustand |¢g) wird iiber die Wirkung des Operators /Alk definiert. Es gilt
Aplho) = 0. (38)

Die Bestimmung von 7 und damit die Bestimmung des Lagrange-Multipliers A ist natur-
geméf vom System abhéngig und erfolgt iiber die Auswertung der Gleichung (25). Dazu
ist die Ermittlung des Erwartungswertes des Teilchenzahloperators im Grundzustand
des Systems <agak> notwendig. Dieser ergibt sich nach einer allgemeinen Betrachtung
der Bogoliubov-Transformation (Del Maestro u. Gingras 2004; Ivanov u. Sen 2004) di-
rekt aus den Elementen der Transformationsmatrix. Im Grundzustand liegen nach der
Definition (38) keine Spinanregungen vor, die durch den Operator Ay, vernichtet wer-

den konnen, es ist also <E}:gk> = 0. Demnach ergibt sich fiir den Erwartungswert im

Grundzustand (a; a) folgender Ausdruck:

<a;ak> = < (A\: cosh 6, — ﬁ_k sinh Gk) (ﬁk cosh 6, — Ei’k sinh Qk) >
= <E:ﬁk cosh? 9), — fAlz E‘fk cosh 6y, sinh 6;, — f/l\,kgk sinh 6y, cosh 6y,
—I—A\_k;{fk sinh? 9k:>

— sinh? 6.

15vgl. dazu Gleichung (23)
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2. Finite-size Spinwellentheorie im Heisenberg-Antiferromagneten

Mit Gleichung (33) und sinh? 6, = %cosh 20y, — % ergibt sich fiir das betrachtete System

1 1

(e —sinh2g = — 1+ L
2(1—n2a3)'* 2

(39)

Das Einsetzen von (39) in (25) liefert den Ausdruck, durch den 1 bestimmt werden kann:

1 1)
(L 1) o
1/2
T (2(1—772%3)/ 2
1 1
s> —— - = 2541 (40)
e

Die finite-size Spinwellentheorie ermoglicht den Vergleich der gewonnenen theoretischen
Werte mit experimentellen Daten. Gerade aus diesem Grund ist es interessant, die finite-
size Spinwellentheorie zur Beschreibung von Systemen einzusetzen, die aus vielen Spins
oder Spins mit grofler Spinquantenzahl bestehen. Dort, wo die exakte Diagonalisierung
des Heisenberg-Hamiltonoperators eines magnetischen Molekiils aufgrund der Gréfle des
zu betrachtenen Hilbert-Raumes an seine Grenzen stofit, kann unter Umstéinden die
Spinwellentheorie verléssliche Informationen iiber das System liefern.

16



3. Spinwellentheorie fiir hochsymmetrische, magnetische Molekiile

3. Spinwellentheorie fiir hochsymmetrische, magnetische
Molekiile

Die Betrachtungen in Kapitel 2 haben den Einstieg in die Spinwellentheorie endlicher
Systeme ermoglicht. In Kapitel 3 wird eine Methode beschrieben, die Spinwellentheorie
auf quasi-eindimensionale Systeme wie Heisenberg-Spinringe bzw. quasi-zweidimensionale
Systeme wie den Kuboktaeder oder den Ikosidodekaeder!” anzuwenden, d.h. auf hoch-
symmetrische, magnetische Molekiile. Es nimmt Bezug auf eine Arbeit von O. Cepas
und T. Ziman, die Takahashi folgend mittels einer modifizierten Spinwellentheorie die
thermodynamischen Eigenschaften des Molekiils {Mor7sFeso} untersucht haben (Cepas
u. Ziman 2005).

Resultierend aus der Symmetrie der zu betrachtenden Systeme liegt den Betrachtungen
erneut ein Heisenberg-Hamiltonoperator mit isotroper Néchster-Nachbar-Wechselwirkung
der Form (2) zu Grunde. Es ist

~ 1 N
H= 2[J|%si-sj, (41)
2|7

wobei die einzelnen Spins des Systems in einer beliebigen, aber festen Reihenfolge von 1
bis N durchnummeriert wurden. Der Grundzustand der zu untersuchenden Systeme sei
ein klassischer, koplanarer Grundzustand. Diese Annahme ermdglicht das Ausmultipli-
zieren des Skalarproduktes der Spinoperatoren gemifl Gleichung (16) und das Einfiihren
der aus der Transformation von Holstein und Primakoff gewonnenen bosonischen Opera-
toren (17) in linearer Ndherung. Es ergibt sich in allgemeiner Form (Walker 1963; Blaizot
u. Ripka 1986)
H=E Ea 1 atas oot atgt * oo

= Fq+ S + 5 ZA”ai a; + Al-jazaj + Bija; aj + Bjjaiaj, (42)

(il7)

mit F als Grundzustandsenergie des klassischen Grundzustands, der dem System zu
Grunde liegt. Zu beachten ist, dass das oben beschriebene Einsetzen zunichst einen
Ausdruck gemi Gleichung (18) liefert. Erst das Vertauschen der Operatoren in @ a;
liefert den zusétzlichen Term E)/s, wobei schliellich weiteres Zusammenfassen der auf-
tauchenden Terme die symmetrische Schreibweise innerhalb der Summe erméglicht.
Die Matrixelemente A;; und B;; sind in diesem Fall leicht zu bestimmen. Sie ergeben sich
aus der bereits bekannten Rotationsmatrix und der Wechselwirkungsmatrix des Systems,
die beschreibt, welche Spinpaare untereinander wechselwirken (Walker 1963). Dabei ist
natiirlich die Kenntnis der Nummerierung der Spins notwendig.

Der Hamiltonoperator in (42) dient als Ausgangspunkt der anschliefenden Ausfithrungen.
Die Diagonalisierung des Hamiltonoperators (42) wiirde aufgrund der auftretenden Goldstone-
Moden zu Divergenzen im Diagonalisierungsvorgang fithren. Demnach gilt es auch hier,
die Symmetrien des Systems zu erhalten und die Divergenzen aufzuheben. Zuné&chst soll
das Vorgehen im Fall T' = 0 betrachtet werden. Im Grundzustand soll die Magnetisierung

"Hier beschrinken wir uns auf die Betrachtung koplanarer, klassischer Grundzusténde, wobei die Ver-
allgemeinerung auf nicht-koplanare Grundzustédnde lediglich technischer und nicht etwa theoretischer
Natur ist.
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3. Spinwellentheorie fiir hochsymmetrische, magnetische Molekiile

an der Stelle eines jeden Spins des Systems verschwinden. Dazu muss
<§> = s—(afa;) =0 (43)

fir alle: =1,..., N gelten.

Diese Bedingungen werden im Allgemeinen iiber die Einfithrung von N Lagrange-Multi-
pliern A;, die ebenso als lokale chemische Potentiale fiir Magnonen angesehen werden
konnen, beriicksichtigt. Die spezielle Situation, insbesondere der koplanare, klassische
Grundzustand und die Isotropie des Systems und die damit verbundenen Symmetrien,
ermoglicht es jedoch im Falle der spéater betrachteten hochsymmetrischen Molekiile, le-
diglich einen Lagrange-Multiplier einzufithren und damit das Verschwinden der Untergit-
termagnetisierung zu fordern.'® Ein allgemein giiltiger Beweis dafiir, dass die Einfiihrung
eines Lagrange-Multipliers in den genannten Fillen ausreicht, ist dem Autor allerdings
nicht bekannt. Die einzufiihrende Nebenbedingung lésst sich dementsprechend in den

Ausdruck Ny N
S =Y s G@ra) =0 (44)

ﬁberfﬁhren Es folgt fiir den um die Nebenbedingung (44) erweiterten Hamiltonoperator
H =H+ )\Z a;a;:

N
_ 1 o
H =E c1+—+2 { a;a; + Ajjaia; + Bija; a +Bwa@%}+AZa+a@ (45)
(ils)

Mit A ;= Ajj+0;; A lasst sich V2L umschreiben, wodurch das weitere Vorgehen begiinstigt
wird. Es ist

N
o - d+—+ Z{ ala; + Ayaa; + Byalal + Byaa; b+ 2> ata,

7

= Cl—i—f—i— Z{ ija; aj—i—A aza +sza a —|—B*azaj}

+;AZa+az + AZM+ - %N)\

L . 1
= Byl Z{ it + At + B af + Bijaia; | — sNA. (46)
(il5)

Der so gewonnene Hamiltonoperator o st Gegenstand der Diagonalisierung. Entgegen
der im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Vorgehensweise, die Bogoliubov-Transfor-
mation ”per manum” durchzufiihren, sollen die Matrixelemente der Transformationsma-
trix nun numerisch bestimmt werden. Dazu ist zunéichst eine allgemeinere Betrachtung
einer unitdren kanonischen Transformation im Falle eines allgemeinen quadratischen
Ausdrucks in bosonischen Erzeugern bzw. Vernichtern der Form (42) erforderlich.

BQlivier Cepas: personliches Gesprich
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3. Spinwellentheorie fiir hochsymmetrische, magnetische Molekiile

3.1. Aligemeine Bogoliubov-Transformation

Ausgangspunkt sei der Hamiltonoperator eines Systems, der als quadratische Form in
bosonischen Erzeuger- und Vernichteroperatoren at bzw. @ angegeben werden kann. Es
sei geméfB der Schreibweise fiir den allgemeinen Hamiltonoperator eines quadratischen
Ausdrucks in einer endlichen Anzahl N von bosonischen Operatoren!? (Blaizot u. Ripka

1986)

~ Fq 1 e .o PN .
H=F,+ ?C + 5 Z Aijafaj + Aijaia;“ + Bija;raj + Bz-jaiaj, (47)

(@l7)
wobei die Koeflizienten A;; und B;; jeweils in den Matrizen A bzw. B zusammengefasst
werden. Aufgrund der Annahme, dass der Hamiltonoperator H hermitesch ist, ergeben
sich fiir diese Matrizen die Bedingungen: A = Af und B = BT. Erzeuger und Vernichter
werden in einem Spaltenvektor

>
o
=

an (48)

bestehend aus den N Erzeugern und den dazu hermitesch konjugierten Operatoren,
den Vernichtern, zusammengefasst. Fiir den hermitesch konjugierten Vektor von X folgt
unmittelbar der Zeilenvektor:

Xt=@@f...a4a ... an).

Mit Hilfe dieser Schreibweise ldsst sich die quadratische Form des Hamiltonoperators
umschreiben zu

~ 1 - o
H:fm+§XU£& (49)

wobel Hy = E — %Sp(A) =Fq+ %
Die Matrix H hat aufgrund der Voraussetzung, dass die 2N in dem Vektor X zusammen-
gefassten Operatoren paarweise zueinander hermitesch konjugiert sind, d.h. ﬁj = Zi:r, die

Gestalt M
B
H = (B* A*) . (50)

Die Matrizen A und B ergeben sich weiterhin aus der Wechselwirkungsmatrix, die be-
stimmt, welche Spins untereinander wechselwirken, und der Drehmatrix, die die Lage
der lokalen z’-Achsen der wechselwirkenden Spins zueinander beschreibt. Mit A* bzw.
B* seien die Matrizen bezeichnet, die sich aus den Koeffizientenmatrizen A bzw. B durch
komplexe Konjugation der Elemente ergeben, d.h. (4;;)" = (A%),,.

¥Djese Formulierung gilt sowohl im Ortsraum als auch im E—Raum, d.h. der Operator a; muss nicht
zwangsldufig als ein Vernichter an der Stelle ¢ angesehen werden. In diesem Abschnitt soll ein allgemei-
nes Konzept erldutert werden, das aufgrund von speziellen Eigenschaften der zu diagonalisierenden
Hamiltonoperatoren durchaus veridndert/vereinfacht werden kann, aber seine Giiltigkeit behélt.
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3. Spinwellentheorie fiir hochsymmetrische, magnetische Molekiile

Aus Gleichung (49) ist das Ziel der Uberlegungen zu erkennen. Zu finden ist eine Trans-
formation der bosonischen Operatoren in X , die zum einen kanonischer Natur ist, d.h. die
bosonische Vertauschungsrelation erhélt, und zum anderen die Matrix H diagonalisiert.
Sei

X =QY, (51)

wobei die Matrix @ die gewiinschte kanonische Transformation der bosonischen Ope-
ratoren beschreibt und Y der Spaltenvektor der neu eingefithrten Operatoren ist. Die
Form (50) der Matrix H bedingt naturgemifl die Form der Transformationsmatrix Q.
Es gilt folglich, wobei U und V' (N x N)-Matrizen sind,

o= (1 1) (52)

Eingesetzt in (49) ergibt sich im Falle, dass @ tatséchlich die gewiinschte kanonische
Transformation beschreibt:

~ 1 -
H = Hy+3X1(Q'Q) H(QQ ") X
1~ -
= Hy+ 5V (QTHQ) e
Unter der Annahme, dass ) die Matrix H diagonalisiert folgt direkt das Transformati-

onsgesetz
QTHQ = A = diag(e1, ..., en, €15, €N). (53)

Dabei ist A die Diagonalmatrix der positiven Eigenwerte €; der Matrix H beziiglich
der Transformation ), wobei die Eigenwerte ¢; spéter den elementaren Spinwellenanre-
gungsenergien w; des Systems zugeordnet werden kénnen. Zu bemerken ist hier, dass die
Transformationsmatrix @ nicht unitér ist.?® Gleichung (53) ldsst sich nun dahingehend
umformen, dass ein Ansatz zur tatséchlichen Bestimmung von () ersichtlich wird. Die
Einfithrung des Vektorkommutators

o o o =T — 4 T
[X, XT} =X (X) _ (XXT) , (54)
mit X als Spaltenvektor des hermitesch konjugierten Vektors von X , fihrt zu:
X, Xt =g, (55)

wobei g als Metrik der Transformation bezeichnet wird. Mit 1 als (N x N)-Einheitsmatrix
folgt durch Auswertung des Vektorkommutators:

=5 %)

20Djes gilt fiir den hier behandelten Fall, da fiir die Erzeuger bzw. Vernichter bosonische Kommutator-
relationen angenommen werden.

20



3. Spinwellentheorie fiir hochsymmetrische, magnetische Molekiile

Setzt man Gleichung (51) in (55) ein, so ergibt sich unter Beachtung der Rechenregeln
(Qy) — V1! und (QY) _ YTQT.

o7, ¥l = v (V) Q" - (avy7qT) (56)

wobei Q = (QT)T gilt. Der zweite Term dieser Gleichung lésst sich weiter umformen. Da
die Elemente von @ reelle oder - im Allgemeinen - komplexe Zahlen sind, gilt:

(@?YTQT)T ) (@??T)T -Q (??T>T@T. (57)

Die durch ) gegebene Transformation soll kanonischer Natur sein. Demnach gilt fiir die
neuen Operatoren ebenfalls

Vv =7 (?)T _ (??T)T _g (58)

Mit (57) und (58) folgt aus (56) die zur Erhaltung der bosonischen Kommutatorrelatio-
nen wichtige Bedingung

QQ" =QyQ' =y, (59)

aus der ohne Weiteres der Ausdruck

Q' =9Q g (60)

abgelesen werden kann. Eingesetzt in das Transformationsgesetz (53) ergibt sich die
alternative Darstellung desselben zu

Q 'gHQ = gA. (61)

Mit Gleichung (61) haben wir einen Ausdruck dafiir gefunden, welche Anforderungen
an eine Transformationsmatrix gestellt werden miissen, so dass sie die bosonische Ver-
tauschungsrelation erhélt und gleichzeitig einen Hamiltonoperator der Form (47) diago-
nalisiert. Die Frage, ob eine solche Transformationsmatrix existiert und wie diese kon-
struiert werden kann, ist damit jedoch noch nicht beantwortet. Aus Gleichung (61) wird
allerdings ersichtlich, dass sich das Spektrum des betrachteten Hamiltonoperators auch
ohne die genaue Kenntnis der Bogoliubov-Transformation angeben lisst (vgl. White u. a.
1965). Dabei erhélt man durch unitéire Diagonalisierung der Matrix gH die gewiinschten
Figenwerte der Matrix H und damit das Anregungsspektrum des dazugehorigen Hamil-
tonoperators, jedoch nicht die Matrixelemente der Transformationsmatrix, also nicht die
genaue Gestalt der Operatoren, in denen der Hamiltonoperator Diagonalform erlangt.

3.2. Diagonalisierung des Hamiltonoperators

Kehren wir zur Anwendung der Spinwellentheorie auf Molekiile zuriick. Der mittels einer
Bogoliubov-Transformation zu diagonalisierende Hamiltonoperator hatte nach (46) die
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Gestalt

— 1
H =FE 1+7+2< ){

PN ¥ o~ 1
ij j_ + A a,a++BZJa a + B} aza]} 5]\7)\.

Ziel der Diagonalisierung ist ein Ausdruck der bekannten Form
—~ E4 1 1
H/:EC_L—JFZWz (A Aw2+2> — 5V (62)

wobei w; der Anregungsenergie einer durch den Operator g:; erzeugten Anregung des
Systems entspricht. Zur Diagonalisierung bleiben die bestehenden Symmetrien inner-
halb des Systems unberiicksichtigt. Demnach findet kein Ubergang in den k-Raum statt.
Die Grofle der im Anschluss betrachteten Systeme ist innerhalb der computerbasierten
Vorgénge leicht zu handhaben. Wir entziehen uns damit der Diskussion um die Anzahl
der zu benutzenden Bosonenfelder aus 2.1. Es werden genau so viele Bosonenfelder be-
trachtet, wie das System Spins aufweist.

Nach der Einfiihrung der Nebenbedingung in den Hamiltonoperator hingen samtliche
Groflen des Systems vom Lagrange-Multipliers A ab. Gesucht wird der Wert Ay des

Lagrange-Multipliers, der die Nebenbedingung erfiillt und gleichzeitig die Energie <P/I\’ >

des Systems minimiert, d.h. den Hamiltonoperator VZL diagonalisiert. Um diesen Wert
zu ermitteln, gilt es, die Gleichung

N
F) =) (s—(ala)(\) =0 (63)
7
zu 16sen, wobei die Schreibweise <ajai> (M) der Tatsache Ausdruck verleihen soll, dass
der zu berechnende Erwartungswert vom Lagrange-Multiplier A abhéngig ist. Zur nume-
rischen Bestimmung von \g wird eine geeignete Routine genutzt, die die Nullstelle der
Funktion F'(\) bestimmt. Man beachte, dass zur Bestimmung des Funktionswertes der
Funktion F'(A) an der Stelle A fiir jedes A eine Bogoliubov-Transformation durchgefiihrt
werden muss. Durch die Kenntnis der Matrixelemente der Transformationsmatrix Q(\)
lisst sich dann (@ @;) (\) bestimmen und schlieBlich Ao ermitteln.?! Der in F()\) ein-
gebettete Algorithmus, der die numerische Bogoliubov-Transformation vollzieht und die
Matrixelemente der Transformationsmatrix ) unter Beachtung des Transformationsge-
setzes (61) ermittelt, wurde erstmals von Colpa verdffentlicht (Colpa 1978). Colpa gibt
ein numerisches Verfahren an, das einen allgemeinen, quadratischen Ausdruck in boso-
nischen Erzeugern und Vernichtern diagonalisiert.??
Ist nun Ag bestimmt, so ldsst sich die innere Energie des Systems im Grundzustand

angeben. Aufgrund der Tatsache, dass im Grundzustand <E$ZA\%> = (0 angenommen

217Zur Berechnung der Erwartungswerte im Grundzustand siehe Anhang A.
22Gjehe dazu Anhang B.
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wird?3, folgt zuniichst der Ausdruck

() = B+ =44 Z = o). (64)

Nun war aber der Ausgangspunkt der Uberlegungen und der das System beschreibende
Operator ein Hamiltonoperator vom Heisenberg-Typ, also der Form (42). Fiir die innere
Energie im Grundzustand dieses Operators folgt

E0:<ﬁ>_ C1+—+ Z = o) )\02<a ai). (65)

Dabei wird die Einfithrung der Nebenbedingung in der oben beschriebenen Form nach
(45) beriicksichtigt, was dazu fithrt, dass ein zusétzlicher Term Ag Zl (@ a;) subtrahiert
werden muss.

3.3. Berechnungen fiir endliche Temperaturen

Bisher galten die erhaltenen Ausdriicke lediglich fiir den Fall 7" = 0. Die Berechnung tem-
peraturabhéngiger, thermodynamischer Gréflen war somit nicht moglich. Mit dem vorge-
stellten Verfahren ist eine Berechnung im Falle T' # 0 jedoch problemlos durchzufiihren.
Vorweg ist allerdings darauf hinzuweisen, dass die Ergebnisse fiir endliche Temperaturen
nur im Tieftemperaturbereich ihre Giiltigkeit bewahren. Es ist also zu erwarten, dass
die mittels finite-size Spinwellentheorie berechneten Werte ab einer Temperatur Tqrens
in zunehmendem Mafle von den Werten der exakten numerischen Diagonalisierung ab-
weichen.

Der Aufwand, der betrieben werden muss, um eine Berechnung fiir T' # 0 zu ermdglichen,
beschrinkt sich darauf, explizit fiir jede Temperatur den Lagrange-Multiplier \(T") zu
bestimmen. Die in den Hamiltonoperator aufgenommene Bedingung hat folglich die Form

N

> (s—(@fa) (1)) =0. (66)

i

Zur Bestimmung des Lagrange-Multipliers A(T") aus (66) hélt man die Temperatur T
fest und verfihrt gem#f den Beschreibungen in 3.2. Einzige Anderung im Algorith-
mus zur Bestimmung von A(T') ist die Beachtung der Besetzung thermisch angeregter
Energieniveaus wéhrend der Bestimmung der Nullstelle von F'(A,T"). Es ist nach der
Bose-Einstein-Statistik die mittlere Besetzungszahl des durch die Energie w;(7T") charak-
terisierten Einteilchenzustandes:

n (1) = (A5 A, ) (T) = !

exp (w;(T)/T) -1

Zu beachten ist, dass die Einteilchenenergie w;(T") indirekt iiber den Lagrange-Multiplier
A(T) von der Temperatur abhéngt.

(67)

%Diese Annahme minimiert die Energie des Systems.
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Innere Energie

Fiir die Bestimmung der inneren Energie U(T') folgt mit den obigen Uberlegungen direkt
der Ausdruck

N

Ea 1 SN 1

U(T) = Ba+ =5+ wi(T) (M (T) + 2) —AM) Y <<a;rai> (T) + 2) . (68)
7 7

wobei F temperaturunabhéingig ist, da der klassische Grundzustand des Systems fest-

gelegt ist.

Mit Kenntnis der inneren Energie des Systems fiir verschiedene Temperaturen 7" ist auch

die Berechnung einer weiteren thermodynamischen Observablen moglich.

Spezifische Warme

Die Spezifische Wiarme C(T') des betrachteten Systems ergibt sich direkt aus dem Aus-
druck fiir die innere Energie.

Es ist bekanntermaflen

au(T)

ar -
Aufgrund der Tatsache, dass die Spinwellentheorie fiir die innere Energie eine glatte
Funktion liefert, bietet es sich an dieser Stelle an, die Ableitung nach der Temperatur
T numerisch durchzufithren, zumal im Allgemeinen kein analytischer Ausdruck fiir die
innere Energie U(T) vorliegt.?* Zur Auswertung und Bestimmung der Ableitung und
damit der spezifischen Wérme des Systems wurde innerhalb dieser Arbeit ein einfaches
Konzept verfolgt (nach: Press u.a. 1992).

C(T) = (69)

24Tm Falle einfacher kolinearer Systeme wére ein analytischer Ausdruck denkbar.
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4. Anwendung der Spinwellentheorie

Abbildung 2: Klassische Vorstellung des Grundzustands eines antiferromagnetisch gekoppelten Spinringes mit
N = 10 Spins s.

4. Anwendung der Spinwellentheorie

Die im vorangegangenen Kapitel vorgestellte finite-size Spinwellentheorie soll nun auf
Systeme angewendet werden, die sich zur Beschreibung magnetischer Molekiile eignen.
In erster Linie soll durch den Vergleich der durch spinwellentheoretische Rechnungen
gewonnenen Energiespektren mit solchen, die durch exakte numerische Diagonalisierung
gewonnen wurden, abgeschéitzt werden, welche Moglichkeiten die finite-size Spinwellen-
theorie zur Untersuchung der Eigenschaften magnetischer Molekiile bietet bzw. welchen
Beschrinkungen diese unterliegt. Inwiefern spielt die Gréfle des betrachteten Systems
eine Rolle und welche Auswirkungen hat die Variation der Spinquantenzahl s der betei-
ligten Spins?

4.1. Antiferromagnetische Heisenberg-Spinringe

Die Zielsetzung dieser Arbeit legt es nahe, sich mit Heisenberg-Spinringen auseinander
zu setzen. Sobald die Betrachtung magnetischer Molekiile im Zentrum des Interesses
steht, bietet es sich an, zunéchst Spinringe zu untersuchen. Spinringe stellen eine Klasse
von magnetischen Molekiilen dar, die bereits in umfassendem Mafle Beachtung fanden.
Sowohl Artikel um die populéren ”ferric-wheels” (Taft u.a. 1994; Waldmann 2001), als
auch Betrachtungen von Systemen, in denen die Eisenionen durch z.B Chrom- oder Li-
thiumionen als paramagnetische Zentren ersetzt wurden, tauchen immer wieder in den
Literaturverzeichnissen auf. Die bisherigen Untersuchungen beschrénkten sich nicht nur
auf bipartite, sondern auch auf nicht-bipartite Systeme (Barwinkel u.a. 2000a; Schnack
2000).

Antiferromagnetische Heisenberg-Spinringe werden durch einen Heisenberg-Hamilton-
operator mit isotroper Néchster-Nachbar-Wechselwirkung und periodischer Randbedin-
gung der Form

N
H=|J| Zgz “Sit1 (70)
i
beschrieben. Die periodische Randbedingung wird dadurch beriicksichtigt, dass Sy11 =

s1 gelten soll. Da es sich um die Betrachtung antiferromagnetisch gekoppelter Spinrin-
ge handelt, ist das Vorzeichen der Kopplungskonstanten J wie in den vorangegangenen
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Kapiteln negativ zu wahlen.

Die Behandlung von Heisenberg-Spinringen innerhalb der finite-size Spinwellentheorie
ist technisch gesehen relativ unkompliziert. Es handelt sich um die Betrachtung von
Spinketten mit periodischen Randbedingungen. Bereits Takahashi hat fiir den ferroma-
gnetischen Fall solche Spinketten betrachtet (Takahashi 1986), ja sogar seine Intention
dazu, eine modifizierte Spinwellentheorie zu formulieren, auf diesem eindimensionalen
System begriindet. Die Formulierungen aus Kapitel 2 geben fiir d = 1 die analytischen
Ausdriicke, die es erméglichen, das Magnonen-Spektrum von Spinringen mit N Spins der
Lénge s zu untersuchen. Auch wenn analytische Ausdriicke vorliegen, so entstammen die
in diesem Abschnitt angegebenen Ergebnisse jedoch grofitenteils einem Computerpro-
gramm, in dem die Ausfiihrungen aus Kapitel 3 implementiert wurden.?> Lediglich die
Berechnungen fiir sehr grofle N wurden mittels Auswertung der analytischen Ausdriicke
durchgefiihrt.

4.1.1. Eigenschaften des Spektrums gerader Heisenberg-Spinringe

Die Spinwellentheorie liefert nach Diagonalisierung des Hamiltonoperators direkt das
1-Magnonen-Spektrum des betrachteten Systems. Der Vorteil der Untersuchung von
Heisenberg-Spinringen ist der, dass exakte numerische Diagonalisierungsverfahren das
vollstiandige Energiespektrum einiger Systeme?® verfiighar machen (Bérwinkel u. a. 2000a;
Schnack 2000).

X N
4 6 8 10
1 || 0.457 (0.5) |0.438 (0.467) [0.433 (0.457) [0.431 (0.452) || Eo/(N.J)
2 |l 0.354 (1.0) |0.279 (0.685) | 0.242 (0.523) | 0.221 (0.423)|| AE/|J|
|| 1449 (1.5) | 1.398 (1.436) | 1.381 (1.417) | 1.374 (1.410) | Eo/(N.J)
0.408 (1.0) |0.302 (0.721) [0.246 (0.594)|0.211 (0.525) | AE/|J|
s | 2946 (3.0) |2.858 (2.899) | 2.829 (2.866) |2.816 (2.852) || Eo/(NJ)
2 |l 0.433 (1.0) |0.311 (0.706) | 0.247 (0.559) | 0.207 (0.469) || AE/|J|
o || 4944 (5.0) |4.819 (4.861) |4.777 (4.815) |4.757 (4.795) || Eo/(NJ)
0.447 (1.0) |0.316 (0.697) | 0.248 (0.546) | 0.205 (0.453) | AE/|J|
5 || 7.443 (7.5) |7.280 (7.323) [7.226 (7.264) [7.201 (7.238) || Eo/(NJ)
2 0.456 (-) 0.319 (-) 0.248 (-) 0.204 (-) AE/|J|

Tabelle 1: Vergleich der Eigenschaften des Grundzustands und des ersten angeregten Zustands fiir Spinringe mit
verschiedenem N und s. Die Werte in Klammern sind aus exakter Diagonalisierung gewonnen.

Um die Moglichkeiten aufzuzeigen, die die Spinwellentheorie zur Untersuchung ma-
gnetischer Molekiile bietet, sollen Ergebnisse aus exakter numerischer Diagonalisierung?”

%Die Ergebnisse stimmen natiirlich mit denen aus den analytischen Ausdriicken gewonnenen iiberein.
2650lange der Hilbertraum des Systems nicht derart groff wird, dass er nicht mehr numerisch zu fassen
ist

2Tim Folgenden ”exakte Diagonalisierung” genannt
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Abbildung 3: links: Energieliicke AFE/|J| zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand fiir
einen Spinring mit s = 1/2 und wachsenden N. Die Werte konvergieren gegen eine endliche Energieliicke von
AE/|J| = 0.1785. rechts: Lagrange-Multiplier des Systems.

und finite-size Spinwellentheorie fiir 7' = 0 miteinander verglichen werden. Die Ergebnis-
se der exakten Diagonalisierung dienen unter der experimentell gerechtfertigten Annah-
me, dass mogliche magnetische Molekiile durch das Heisenberg-Modell gut beschrieben
werden konnen, als Referenz. Naturgeméif sind zwar Systeme, in denen das vollstéindige
Spektrum bereits bekannt ist, fiir spinwellentheoretische Untersuchungen uninteressant,
doch gerade die Moglichkeit dazu, die Ergebnisse der Spinwellentheorie in Relation zu
denen aus exakter Diagonalisierung zu setzen, macht die Untersuchung bekannnter Sys-
teme sinnvoll.

Tabelle 1 gibt einige Eigenschaften des Spektrums verschiedener Spinringe an, die mittels
linearer, finite-size Spinwellentheorie gewonnen wurden. Dabei wurden lediglich gerade
Heisenberg-Spinringe betrachtet. Fiir ungerade Ringe, also nicht-bipartite Systeme, ist
die Annahme des Neél-Zustandes als klassischer Grundzustand und damit als Ausgangs-
punkt der Spinwellentheorie offensichtlich falsch. Die Ergebnisse der exakten Diagonali-
sierung sind einem Artikel von Schnack entnommen (Schnack 2005).

Die Grundzustandsenergien der verschiedenen Systeme werden von der Spinwellentheorie
unabhéngig von der Spinquantenzahl s relativ gut angenéhert. Die finite-size Spinwel-
lentheorie unterschétzt die Grundzustandsenergie in allen Féllen. Es ist jedoch damit
zu rechnen, dass Berechnungen, die iiber die Ordnung 1/s° hinweg gehen, das Ergebnis
verbessern.?® Betrachtet man die prozentuale Abweichung vom Ergebnis der exakten
Diagonalisierung, so zeichnet sich schon jetzt mit wachsendem s eine Verbesserung des
FErgebnisses fiir die Grundzustandsenergie ab. Dies ist nicht verwunderlich, da die Spin-
wellentheorie eine Ndherung in den Ordnungen von 1/s darstellt. Der Vergleich der
Energieliicke zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand schligt
jedoch fehl. Die Spinwellentheorie unterschétzt die Energieliicke deutlich.

In Abbildung 4 sind die mit Hilfe der finite-size Spinwellentheorie ermittelten Grundzu-
standsenergien fiir die in Tabelle 1 aufgefiihrten Systeme im Ubergang zu sehr groen N
dargestellt. Zusétzlich wurden die aus den Werten der exakten Diagonalisierung extra-
polierten Grundzustandsenergien fiir den Ubergang N — oo eingetragen (aus: Schnack

Z8Insbesondere zeigt sich bei Takahashi (1989), dass im Falle des 4 x 4 Quadratgitters fiir N = 16 Spins
mit s = 1/2 die Werte exakter Diagonalisierung durch Berechnungen in der néchsten Ordnung von
1/s deutlich besser angenéhert werden kénnen.
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(e) Spinring s = 5/2.

Abbildung 4: Grundzustandsenergie Eg/(NJ) aus linearer, finite-size Spinwellentheorie fiir verschiedene Spin-
ringe. Ejim ist der Grenzwert der Energie beim Ubergang zu sehr groBen N. E.p der aus den Ergebnissen exakter
Diagonalisierung extrapolierte Wert im Ubergang N — oco. Egy ist der von Bethe und Hulthén angegebene Wert

der Grundzustandsenergie fiir eine unendliche Spinkette s = 1/2.
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Abbildung 5: Energieliicke AF/|J| zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand fiir Spin-

ringe mit verschiedenen s und wachsenden N. Die Werte AFj,/|J| sind die Energieliicken beim Ubergang zu
sehr grofien N. AFE.p/|J| resultiert aus extrapolierten Werten exakter Diagonalisierung (aus: Schnack 2000).
AFEpmra/|J| wurde mittels einer DMRG-Technik berechnet (aus: Schollwéck u. a. 1996).

2000). Da im Falle einer Spinkette mit s = 1/2 und N — oo ein analytisch exakter Wert
fiir die Grundzustandsenergie Ej vorliegt (Bethe 1931; Hulthén 1938) und ebenfalls al-
gebraische Aussagen iiber die Energieliicke getroffen wurden (Haldane 1983a, b), bietet
es sich an, dieses System néher zu betrachten.

Wie in Abbildung 4(a) zu sehen, ergibt sich fiir sehr grofie N ein Wert fiir die Grund-
zustandsenergie, der gegen Egy/(JN) = 0.4292 liuft.?? Der analytisch exakte Wert wird
von Bethe und Hulthén als Ey/(JN) = In2 — = 0.4431 angegeben und durch Extra-
polation der Werte aus exakter Diagonalisierung bestétigt. Die Energieliicke bleibt beim
Ubergang zu sehr grofen N endlich und nimmt, wie in Abbildung 3 zu sehen, einen
Wert von AFE/|.J| = 0.1785 an. Nach Haldane existiert beim Ubergang N — oo fiir Ket-
ten halbzahliger Spins jedoch keine Energieliicke. Die finite-size Spinwellentheorie steht
demnach fiir den Fall einer halbzahligen Spinquantenzahl s und N — oo im Kontrast zu
den Aussagen von Haldane.

Abbildung 5 zeigt den Verlauf der Energieliicke fiir den Ubergang zu sehr grofien N
fiir Spinringe mit s = 1,3/2,2,5/2. Im Falle einer ganzzahligen Spinquantenzahl wird
im Vergleich zu den Referenzwerten der Energieliicke deutlich, dass die finite-size Spin-

29dem Verlauf der numerischen Werte folgend fiir N = 10000
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wellentheorie in einer Dimension die Energieliicke bei Weitem unterschétzt. Gleichzeitig
erkennt man, dass eine Unterscheidung zwischen Systemen halbzahliger und ganzzah-
liger Spinquantenzahlen s nicht moglich ist. Innerhalb der Spinwellentheorie stellt die
Spinquantenzahl lediglich einen Parameter dar, dessen Variation keinen Einfluss auf die
physikalischen Eigenschaften des Systems nimmt. Demnach ist es nicht verwunderlich,
dass die Spinwellentheorie eine Unterscheidung zwischen halb- und ganzzahligen Spins
offensichtlich nicht leistet.

4.1.2. Spezifische Warme und innere Energie im antiferromagnetischen
Heisenberg-Spinring

Die Betrachtungen des vorangegangenen Abschnittes haben gezeigt, dass die finite-size
Spinwellentheorie eine Unterscheidung zwischen halb- und ganzzahligen Spins nicht leis-
tet. Mit dieser Beobachtung geht einher, dass im Falle einer halbzahligen Spinquan-
tenzahl s beim Ubergang N — oo entgegen den algebraischen Aussagen Haldanes eine
Energieliicke im Energiespektrum vorhanden ist.

Trotzdem wird zumindest die innere Energie im Grundzustand bei 7" = 0 von der Spin-
wellentheorie gut gendhert. Es bleibt demnach interessant, die thermodynamischen Ei-
genschaften eines Spinrings zu untersuchen. Im Folgenden werden die innere Energie
U(T) und die spezifische Warme C(T") betrachtet.

Als zu untersuchendes System wird ein Spinring mit N = 8 Spins s gewahlt. Dieses
System kann bis s = 2 unter Beriicksichtigung des kompletten Energiespektrums exakt
numerisch diagonalisiert werden und stellt aufgrund seiner Gréfle, d.h. der Anzahl der
beteiligten Spins, den Bezug zu experimentell untersuchten, magnetischen Molekiilen
her. Beim Vergleich der Werte aus Spinwellentheorie und exakter Diagonalisierung ist
zu erwarten, dass die thermodynamischen Groflen der finite-size Spinwellentheorie ab
einer Temperatur TGren, zunehmend von den Ergebnissen der exakten Diagonalisierung
abweichen. Einerseits werden bei steigender Temperatur im SWT-Spektrum?® Zustinde
besetzt, die im tatsdchlichen Spektrum nicht auftreten. Andererseits fehlen im SWT-
Spektrum Zustinde, die im tatséchlichen Spektrum vorhanden sind. Weiterhin sollte
sich das Ergebnis der Spinwellentheorie aufgrund der Tatsache, dass diese in den Ord-
nungen von 1/s beschrieben wird, mit zunehmendem s dem exakten Wert annihern.
Die Abbildungen 6 und 7 zeigen sowohl die innere Energie U(T') als auch die spezi-
fische Wiarme C(T') fiir Achter-Spinringe bis s = 2. Im Falle s = 1/2 beschreibt die
finite-size Spinwellentheorie den Verlauf der inneren Energie gut, jedoch ohne ausrei-
chende Ubereinstimmung. Dies spiegelt sich darin wieder, dass die Kurve der spezi-
fischen Wirme als Einhiillende fiir die Kurve aus den exakten Werten fungiert. Mit
wachsendem s zeichnet sich eine Zunahme der Genauigkeit ab. Bereits im Falle s = 1
l&sst sich Tqrens, d.h. die Temperatur, bis zu der beide Techniken in vertriaglichem Mafle
iibereinstimmen, auf ungefihr TGren, ~ 0.5|J| bestimmen. Fiir s = 3/2 kann weiterhin
TGrenz =~ 0.8 |J| angenommen werden. Fiir den Fall s = 2 zeichnet sich eine Grenztem-
peratur von TGren, ~ 1|J| ab. Ab der beschriebenen Temperatur TGyren, entspricht der
Verlauf der mit Hilfe der Spinwellentheorie ermittelten Kurven nicht mehr denen aus ex-
akter Diagonalisierung. Die aus der Spinwellentheorie gewonnenen Kurven sind flacher
und breiter, d.h. bilden fiir T" > Tqrenz €ine obere Grenze bzw. eine Einhiillende.

30mit Hilfe der Spinwellentheorie ermitteltes Energiespektrum
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4. Anwendung der Spinwellentheorie

Die erwarteten Ergebnisse eines Vergleichs thermodynamischer Gréflen aus Spinwellen-
theorie und exakter Diagonalisierung im Heisenberg-Spinring werden bestétigt. Zum
einen existiert ein Temperaturbereich, in dem die Techniken ausreichend iibereinstimmen,
zum anderen wéchst dieser mit zunehmender Spinquantenzahl s.

4.1.3. Zusammenfassung

Die finite-size Spinwellentheorie in ihrer Anwendung auf quasi-eindimensionale Spinsys-
teme wie Spinringe liefert in einem mit s wachsenden Temperaturbereich quantitativ
brauchbare Naherungen der Ergebnisse fiir die Grundzustandsenergie und die spezi-
fische Warme. Die relative Abweichung der Grundzustandsenergie pro Spin bei T = 0
liegt im Bereich von 1072 und damit im einstelligen Prozentbereich. Die Genauigkeit der
N#herung nimmt bei festem N mit wachsendem s bis zu einer von der Spinquantenzahl
der beteiligten Spins abhéngigen Grenztemperatur zu. Inwieweit sich die Ndherung durch
Hinzunahme weiterer Ordnungen von 1/s innerhalb der Transformation von Holstein
und Primakoff und der Wechselwirkungen zwischen den Spinwellenanregungen verbes-
sern lasst, ist fraglich. Zumindest im Fall einfacher Spinsysteme wurde eine Verbesserung
der Ergebnisse der konventionellen Spinwellentheorie in einem Vergleich mit exakten Er-
gebnissen von verschiedenen Autoren festgestellt (vgl. Kubo 1952; Oguchi 1960; Ivanov
u. Sen 2004).

Ein Vergleich der innerhalb der Spinwellentheorie auftretenden Energieliicke mit der aus
exakter Diagonalisierung lasst sich nur schwer durchfithren. Die Abweichung des Ergeb-
nisses der Spinwellentheorie vom Ergebnis der exakten Diagonalisierung ist qualitativ
gesehen betriichtlich. Ein Problem bleibt zudem der Ubergang der finite-size Spinwellen-
theorie fiir N — oo in die konventionelle Spinwellentheorie. Im eindimensionalen Fall mit
halbzahligem s erhélt die finite-size Spinwellentheorie fiir den Ubergang zu sehr grofien
N die Energieliicke im Energiespektrum des Systems. Dies steht im Widerspruch zu
Haldanes Aussagen iiber das Verschwinden der Energieliicke in einer eindimensionalen
Spinkette mit halbzahligen Spins s = 1/2,3/2,5/2,....

Es bedarf also im eindimensionalen Fall einer reflektierten Anwendung der finite-size
Spinwellentheorie.?! Eine Verbesserung der Theorie, so dass im Falle einer halbzahli-
gen Spinquantenzahl der beteiligten Spins beim Ubergang N — oo die Energieliicke
verschwindet, wire wiinschenswert.

31Dijes ist insbesondere im Fall der kleinstméglichen Spinquantenzahl s = 1/2 zu beachten.
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4. Anwendung der Spinwellentheorie

T/

(a) Innere Energie s = 1/2.

T/

(b) Spezifische Warme s = 1/2.

Abbildung 6: Innere Energie U(T') und spezifische Wérme C(T') eines Spinrings mit N = 8 und s = 1/2. Die
durchgezogenen Linien beschreiben die mittels finite-size Spinwellentheorie gewonnenen Werte. Die gestrichelten
Linien ergeben sich aus exakter Diagonalisierung und sind zum Vergleich angegeben.
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(b) Spezifische Warme s = 1.
Abbildung 7: Innere Energie U(T) und spezifische Wirme C(T) eines Spinrings mit N = 8 und s = 1. Die

durchgezogenen Linien beschreiben die mittels finite-size Spinwellentheorie gewonnenen Werte. Die gestrichelten
Linien ergeben sich aus exakter Diagonalisierung und sind zum Vergleich angegeben.
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(a) Innere Energie s = 3/2.
6

T/

(b) Spezifische Warme s = 3/2.

Abbildung 8: Innere Energie U(T') und spezifische Warme C(T') eines Spinrings mit N = 8 und s = 3/2. Die
durchgezogenen Linien beschreiben die mittels finite-size Spinwellentheorie gewonnenen Werte. Die gestrichelten
Linien ergeben sich aus exakter Diagonalisierung und sind zum Vergleich angegeben.
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(b) Spezifische Warme s = 2.
Abbildung 9: Innere Energie U(T') und spezifische Wirme C(T) eines Spinrings mit N = 8 und s = 2. Die

durchgezogenen Linien beschreiben die mittels finite-size Spinwellentheorie gewonnenen Werte. Die gestrichelten
Linien ergeben sich aus exakter Diagonalisierung und sind zum Vergleich angegeben.
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4. Anwendung der Spinwellentheorie

Abbildung 10: Darstellung des Kuboktaeders mit tripartiter Einfirbung.

4.2. Der Kuboktaeder

Die bisherigen Betrachtungen beschrinkten sich auf bipartite Heisenberg-Spinringe. Die
finite-size Spinwellentheorie soll nun aber auf ein komplexeres System, das zur Beschrei-
bung magnetischer Molekiile geeignet ist, angewandt werden. Ein solches System, in dem
ein Vergleich zwischen Ergebnissen der Spinwellentheorie und exakter Diagonalisierung
moglich ist, ist der Kuboktaeder. Sechs Quadrate und acht gleichseitige Dreiecke bilden
die Oberflache dieses sogenannten Archimedes-Korpers. Die Grofle des Hilbert-Raumes
und der daraus resultierende Rechenaufwand im Zuge der exakten Diagonalisierung des
Hamiltonoperators dieses Systems ist numerisch - zumindest fiir s = 1/2 und s = 1 -
ohne Weiteres zu fassen, so dass das komplette Energiespektrum des Kuboktaeders und
damit auch thermodynamische Groéfien wie z.B. die spez. Warme C(T') zur Verfiigung
stehen.

Aus magnetischer Sicht besetzen zwolf Spins s die Ecken des Kuboktaeders. Das System
wird nach Voraussetzung durch den bekannten Heisenberg Hamiltonian

~ 1 N
H:2|J|%Si-sj (71)
]

mit Néchster-Nachbar-Wechselwirkung und isotroper, antiferromagnetischer Kopplung J
beschrieben. Es lassen sich drei Untergitter definieren, auf denen die Spins im klassischen
Grundzustand in dieselbe Richtung weisen. Insgesamt handelt es sich beim klassischen
Grundzustand dieses Systems um einen koplanaren 120°-Zustand, d.h., dass klassische
Spins auf verschiedenen Untergittern im Grundzustand innerhalb einer Ebene liegen
und einen Winkel von 120° einschlieen. Der Kuboktaeder stellt also ein frustriertes
Spinsystem dar. Abbildung 10 zeigt eine Skizze des hier behandelten Systems. Die ein-
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T/

Abbildung 11: Vergleich der Inneren Energie U(T")/|J| im Grundzustand des Kuboktaeders mit 12 Spins s = 1/2
(durchgezogene Linie: finite-size Spinwellentheorie. gestrichelte Linie: exakte Diagonalisierung).

zelnen Spins wurden durchnummeriert und in tripartiter Einfarbung dargestellt, d.h.
dass Spinpositionen desselben Untergitters einheitlich eingeférbt wurden. Zur Syntheti-
sierung eines magnetischen Molekiils, das durch einen Heisenberg-Hamiltonoperator auf
einem Kuboktaeder beschrieben werden kann, also als experimentelle Grundlage zu den
hier behandelten Untersuchung gesehen werden kann, sei auf einen Artikel von Blake
u. a. verwiesen (Blake u.a. 1997). Leider liegen zur Zeit keine Messdaten vor, die als
experimentell ermittelte Vergleichswerte dienen kénnten.

Im Folgenden soll analog zu den Betrachtungen der Spinringe zunichst die innere Energie
fiir tiefe Temperaturen T untersucht werden. Das sich aus der Spinwellentheorie erge-
bende Spektrum des Kuboktaeders ldsst weiterhin den Vergleich der spezifischen Wirme
des Systems mit Ergebnissen der exakten Diagonalisierung zu.

4.2.1. Eigenschaften des Energiespektrums fiir tiefe Temperaturen

Das Verfahren der exakten Diagonalisierung liefert im Fall s = 1/2 fiir die Energie
pro Spin im Grundzustand des Kuboktaeders bei T' = 0 einen Wert von Eep/(NJ) =
0.45374. Aus der finite-size Spinwellentheorie erhélt man fiir diesen Fall die Grundzu-
standsenergie Eswr/(NJ) = 0.46162. Die relative Abweichung ergibt sich zu |Fep —
Eswt|/Eep ~ 1.7% und liegt in einem annehmbaren Bereich.3? Die Energieliicke zum
ersten angeregten Zustand wird fiir s = 1/2 mittels Spinwellentheorie zu AEgwr/|J| =
0.29669 bestimmt. Ein Vergleich mit dem Wert aus exakter Diagonalisierung AEep/|J| =
0.11648 zeigt analog zu den Betrachtungen im Spinring eine deutliche Abweichung, die
darauf hinweist, dass ein Vergleich der Energieliicke auf diese Weise nicht sinnvoll bzw.

32annehmbar insofern, dass ein Vergleich thermodynamischer GriéBen noch sinnvoll erscheint
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T/

Abbildung 12: Vergleich der Inneren Energie U(T)/|J| im Grundzustand des Kuboktaeders mit 12 Spins s = 1
(durchgezogene Linie: finite-size Spinwellentheorie. gestrichelte Linie: exakte Diagonalisierung).

unzulissig ist.?3

Im Fall s = 1 ergibt ein Vergleich der Grundzustandsenergien fiir 7' = 0 eine relative
Abweichung von |Eep — Eswr|/Eep = [1.46840 — 1.45559|/1.46840 ~ 0.9%. Es wird
deutlich, dass sich zumindest fiir 7" = 0 mit wachsender Spinquantenahl s die Werte der
Grundzustandsenergie aus Spinwellentheorie und exakter Diagonalisierung annihern.
Die Abbildungen 11 und 12 zeigen der Verlauf der inneren Energie U(T') fiir den Kub-
oktaeder mit s = 1/2 und s = 1. Es ist bereits zu erkennen, dass der Temperaturbe-
reich, in dem die Ergebnisse der betrachteten Techniken in einem annehmbaren Rahmen
iibereinstimmen, - wenn iiberhaupt vorhanden - sehr klein ist. Fiir hohere Temperaturen
bilden die Kurven der Spinwellentheorie analog zu denen im Spinring eine obere Grenze
der inneren Energie. Fiir die Grenztemperatur Tgrenz, ab der die Ergebnisse beider Tech-
niken zur Beschreibung magnetischer Molekiile zunehmend voneinander abweichen, gilt
in grober N#herung sowohl fiir s = 1/2 als auch s = 1 die Abschétzung TGren, < 0.1]J].

4.2.2. Spezifische Warme im Kuboktaeder

In Abbildung 14 ist die spezifische Warme C(7") des Kuboktaeders fiir s = 1/2 und s = 1
aufgetragen. Der Vergleich zu den Ergebnissen aus exakter Diagonalisierung zeigt, dass
im Falle s = 1/2 kaum eine Ubereinstimmung der Ergebnisse beider Techniken festzu-
stellen ist. Lediglich im Bereich bis T' = 0.05|J| beschreibt die Spinwellentheorie den
Verlauf der spezifischen Warme in dhnlicher Weise wie es die exakten Ergebnisse tun.
Fiir s = 1 ist dieser Temperaturbereich etwas grofier. Trotzdem weichen die Ergebnisse
der finite-size Spinwellentheorie bereits ab einer Temperatur von 7" = 0.1|J| von den

33Es stellt sich die Frage, welche Zusténde miteinander verglichen werden miissen, so dass ein sinnvoller
Vergleich stattfinden kann.

38



4. Anwendung der Spinwellentheorie

T/

Abbildung 13: Lagrange-Multiplier im Kuboktaeder fiir Temperaturen bis T' = 2 |J]|.

exakten Ergebnissen ab.

Grundsétzlich vermag es die finite-size Spinwellentheorie nicht, den Schottky-Peak in-
nerhalb der spezifischen Wérme korrekt zu beschreiben. In dem Bereich, in dem in der
Kurve der spezifischen Wirme, die aus den Ergebnissen der exakten Diagonalisierung
gewonnen wurde, dieser Peak zu sehen ist, liegt innerhalb der Ergebnisse der Spinwellen-
theorie lediglich eine Schulter am Verlauf der Kurve vor. Diese Schulter prégt sich mit
zunehmender Spinquantenzahl s der beteiligten Spins mehr und mehr aus, geht aber
nicht in ein lokales Extremum iiber. Fiir groflere Temperaturen iiberschéitzt die Spinwel-
lentheorie die spezifische Warme.

In Abbildung 15(a) ist das vollstdndige Spektrum des Kuboktaeders mit s = 1/2 zu
sehen. Der Ausschnitt 15(b) zeigt die tiefliegenden Niveaus des Spektrums. Es ist zu
erkennen, dass tiefliegende Singletts®* (S = 0) das Tieftemperaturverhalten im Kub-
oktaeder bestimmen. Die zur Berechnung thermodynamischer Gréflen beriicksichtigten
Spinanregungen® sind ihrerseits jedoch Unterrdumen mit M # 0 zuzuordnen, beschrei-
ben also keinesfalls Zustdnde mit S = 0. Das Auftreten der tiefliegenden Singletts, die
innerhalb der Spinwellentheorie nicht existieren, erklért das frithzeitige Abweichen von
den Werten der exakten Diagonalisierung im Kuboktaeder.

Zum Vergleich ist in 15(a) das vollstdndige Spektrum eines Achter-Spinrings mit s = 1
angegeben. Insbesondere in 15(b) ist zu erkennen, dass das Tieftemperaturverhalten in
erster Linie nicht von Singlett-Zustédnden sondern von (S = 1)-Zustédnden bestimmt
wird, die die finite-size Spinwellentheorie ihrerseits liefern kann.

34energetisch unterhalb der (S = 1)-Zusténde angesiedelt

35Magnonen
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4. Anwendung der Spinwellentheorie

4.2.3. Zusammenfassung

Es fallt schwer, die Moglichkeiten, die die finite-size Spinwellentheorie zur Untersuchung
quasi-zweidimensionaler Spinsysteme und damit komplexer, magnetischer Molekiile bie-
tet, in ihrer Giite zu beurteilen. Die Untersuchung des Kuboktaeders in den Féllen
s = 1/2 und s = 1 hat gezeigt, dass bei kleinen Spinquantenzahlen s der beteiligten
Spins die Ergebnisse der finite-size Spinwellentheorie in ihrer Gesamtheit erheblich von
denen der exakten Diagonalisierung abweichen. Der Temperaturbereich, in dem die Spin-
wellentheorie die Ergebnisse der exakten Diagonalisierung nachzeichnet, ist sehr klein.
Obwohl fiir wachsende s dieser Temperaturbereich grofier wird, stellt sich die Frage
inwiefern z.B. die Néherung der spezifischen Wirme bei weiterhin wachsendem s eine
Verbesserung erfiahrt. Der Schottky-Peak, der in den Ergebnissen der exakten Diagonali-
sierung ersichtlich wird, tritt innerhalb der Spinwellentheorie nur als Schulter der Kurve
der spezifischen Warme auf. Diese Schulter prigt sich mit wachsendem s zunehmend
aus, geht aber nicht in ein lokales Extremum iiber. In dem in dieser Arbeit behandelten
Heisenberg-Modell mit isotroper Néchster-Nachbar-Wechselwirkung weicht die finite-size
Spinwellentheorie im Kuboktaeder bereits fiir Temperaturen 7' < 0.1|J| von einer exak-
ten Behandlung des Heisenberg-Modells ab.

Zur Erkldrung wurde die Rolle der tiefliegenden Singletts im Energiespektrum des Kub-
oktaeders diskutiert. Diese Singletts existieren innerhalb der Spinwellentheorie nicht, da
Magnonen Zusténden mit magnetischen Quantenzahlen M # 0 zuzuorden sind.
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Abbildung 14: Spezifische Wirme C(T) eines Kuboktaeders fiir s = 1/2 und s = 1 (durchgezogene Linie:
finite-size Spinwellentheorie. gestrichelte Linie: exakte Diagonalisierung).
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(c) Vollstandiges Energiespektrum eines Achter- (d) Ausschnitt der tiefliegenden Niveaus im
Spinrings mit s = 1. Spektrum eines Achter-Spinrings mit s = 1.

Abbildung 15: Energiespektrum des Kuboktaeders und eines Achter-Spinrings aus exakter Diagonalisierung
aufgetragen iiber der Gesamtspinquantenzahl S.
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5. Diskussion und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine modifizierte Spinwellentheorie eingefiihrt, die die Betrach-
tung hochsymmetrischer, magnetischer Molekiile ermoglicht hat. Diese finite-size Spin-
wellentheorie wurde auf zwei Beispielsysteme angewendet, um durch einen Vergleich mit
Ergebnissen aus exakter Diagonalisierung die Moglichkeiten, die die Spinwellentheorie
bei der Untersuchung magnetischer Molekiile bietet, abschitzen zu kénnen. Es wurden
zum einen gerade, antiferromagnetische Heisenberg-Spinringe mit variierender Anzahl
partizipierender Spins bzw. variierender Spinquantenzahl untersucht, zum anderen wur-
de das quasi-zweidimensionale System eines Kuboktaeders betrachtet. Durch die Aus-
wahl dieser Systeme wurde die Spinwellentheorie sowohl auf ein frustriertes als auch auf
ein nicht-frustriertes System angewendet.

Entgegen der urspriinglichen Vermutung, dass die Anwendung im zweidimensionalen
Fall genauere Ergebnisse liefern miisse, lidsst sich aus den Betrachtungen in Kapitel 4
schlussfolgern, dass die finite-size Spinwellentheorie in der vorgestellten Form lediglich
fiir gerade Heisenberg-Spinringe mit einer endlichen Anzahl an Spins brauchbare Ergeb-
nisse erzeugt. Obwohl die Spinwellentheorie in der Anwendung auf quasi-eindimensionale
Systeme beim Ubergang N — oo fiir halbzahlige Spinquantenzahlen eine Energieliicke
erhélt und somit reflektiert einzusetzen ist, sind die erzielten Ergebnisse fiir endliche
Systeme gut. Zudem zeichnet sich die erwartete Verbesserung der Naherung mit wach-
sender Spinquantenzahl insbesondere fiir den antiferromagnetischen Achter-Spinring ab.
Die Betrachtung des Kuboktaeders zeigt, dass dieses System mittels Spinwellentheorie
nur in ungeniigendem Mafle untersucht werden kann. Die Ergebnisse der Spinwellen-
theorie weichen schon bei sehr niedrigen Temperaturen deutlich von den Ergebnissen
aus exakter Diagonalisierung ab. Dieses Verhalten ist sowohl im Falle s = 1/2 als auch
im Falle s = 1 ersichtlich. Als Grund fiir das deutliche Abweichen der Ergebnisse im Ku-
boktaeder wurden die im Energiespektrum des Kuboktaeders vorliegenden tiefliegenden
Singletts genannt, die innerhalb der Spinwellentheorie nicht existieren.

Die Tatsache, dass die finite-size Spinwellentheorie in ihrer Anwendung auf den Kubok-
taeder nur unzulidngliche Resultate geliefert hat, legt den Schluss nahe, die Moglichkeiten
zur Untersuchung magnetischer Molekiile mittels Spinwellentheorie in der vorgestellten
Form als beschréankt zu betrachten. Es bleibt zu untersuchen, inwieweit die Hinzunahme
weiterer Ordnungen in 1/s, also die Beriicksichtigung von Wechselwirkungen zwischen
den Spinwellen, die Ergebnisse verbessert. Weiterhin sollte der Einfluss verschiedener
Anisotropien untersucht werden. Letztlich ist die Modellierung und Untersuchung ma-
gnetischer Molekiile in einem &dufileren Magnetfeld durch die finite-size Spinwellentheorie
als ein Ziel weiterer Entwicklungen zu sehen.
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A. Erwartungswerte bosonischer Operatorenpaare unter
Kenntnis der Bogoliubov-Matrix

Sofern die Bogoliubov-Matrix gefunden ist, die neue Operatoren geméfl (51) definiert,
d.h. insbesondere die zu transformierenden Operatoren in einem Vektor der Form X vor-
liegen, lassen sich sdmtliche Erwartungswerte bosonischer Operatorenpaare im Grund-
zustand des Systems mit Hilfe der Transformationsmatrix @ bestimmen. Zunéchst soll
fiir T'= 0 das Vorgehen zur Bestimmung dieser Erwartungswerte beschrieben werden.

A.1. Bestimmung von (a;a;)

Mit dem in (48) definierten Vektor X der Dimension 2N ergibt sich fiir den zu betrach-
tenden Erwartungswert der Ausdruck

(ala;) = (Xn+iX;), (72)

wobei die Indizes die jeweiligen Elemente des Vektors X bezeichnen. Da die ersten N
Elemente von X die bosonischen Vernichter enthalten und die letzten N die bosonischen
Erzeuger, ist die Indizierung derart gewéhlt, dass die auftretenden lateinischen Indizes,
hier ¢ und j, die Werte 1,..., N annehmen kénnen, wohingegen griechische Indizes im
Folgenden die Werte 1,...,2N annehmen koénnen.

Aus (51) ergibt sich mit den dort getroffenen Definitionen die Transformation der Ope-
ratoren Xy; und X;. Es ist

XNt Z QONtip Yy = Z Qn+i Y1 + Z QN+i,N+mYN+m; (73)
Z QjNYyv = Z QjrYr + Z Qj N+m' YNtm'- (74)
4 m/’

Das Einsetzen in (72) ergibt fiir das Operatorenpaar a; d;

a; = XN—H'X]

= (Z QNyi Y + Z QN+i,N+mYN+m) . (Z QY + Z Qj,Ner’YNer’)
—

= ) QniaQirYi l’+ZQN+le]N+m’YlYN+m

L
+ Z QN+¢,N+mQj,l/YN+mY1/ + Z ON+iN+mQiN+m' YN4m YNy

m,l’ m,m’
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Ausgedriickt in den Operatoren AT und A ergibt sich weiterhin
@i, = Y QninQirAAr + ) QniaQinim AlAS,
Ll 1m!

+ Z QN+iN+mQju AL Ay + Z QN+i,N+mQj N+m AL AT,

m,l’ m,m/’

= > QntitQir AAy + ) Qniii Q)N <A:1/Al + 5m',l>
L L’

+ QNN m Qe AL Ar + ) QNN m Q)N em ALAL.

m,l’ m,m/’

Mit Hilfe der Definition des Grundzustands des Systems (38) und der im Falle 7" = 0
firi =1,..., N geltenden Bedingung <Ejzzl\z> = 0 ergibt sich als Erwartungswert

(afa;) = Z QN+i Q)N +1- (75)

l

A.2. Bestimmung von (@ a/)

Es gilt mit den oben getroffenen Konventionen und Erklarungen

<af 5f> = (XN4iXN+j) - (76)
Der Ausdruck (73) liefert fiir das Operatorenpaar Eiﬁi;r:
a;al = XnyiXnig

= (Z QnidYi+ ) QN+i,N+mYN+m) : <Z QN Yo+ QNJrj,Ner/YNer’)
I m v m

= > Qi QN VYo + Y QNid QN N4 YIYN

L Lm!
+E QN+i, N4m@N+i 0t YNtm Yy + E QN+i, N4m@N+j,N+m' YNtm Y Nfm! -

m,l’ m,m/’

Daraus ergibt sich
afar = QN AL A QNN A AT
a;a; = ON+i QNijr AlAy + ) QN1 tQONvjNtmr AlAL,
L Lm’
D QNN mQN i AL A + ) QNyi N4m QN N AL AL
m,l’ m,m/
= ) QniitQnjr AAr + > QN1 QN4 Nt (A;Z/Al + 5m/,z)
L Lm’

D ONpiNmQNair AL Ay + D QN i Nt mQN4j N AR AT

m,l’ m,m/’
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Fiir den Erwartungswert folgt dann

<A+A+> Z QON+ilQN+j,N+I- (77)

A.3. Bestimmung von (G;a;)
In diesem Falle ist
(@af) = (X.X;). (78)

Der Ausdruck (74) liefert hier fiir das Operatorenpaar a;a;:

a,-aj = XZ'X]'

= (Z QiiYi+ ) Qi,N+mYN+m> : (Z QYo+ Qj,N+m’YN+m’>
l m I/ m’

= > QuQirYYy + > QiiQjN+m ViY N

L L/
+ Z Qi N+mQjrYNtm Yy + Z Qi, N+mQj N+m' YN+m YN +m/-

m,l’ m,m’
Es ergibt sich
@-aj = Z Qz ZQ] Z’AlAl’ + Z Qz ZQ] N+m’Al
Ll

+>° Qi,N+mQj,l’AmAl’ + Y QiNtmQjNem AR AL

m,l’ m,m/

= ZQZZQ]Z'A1A1'+ZQzZQ]N+m (A Al+6m’ l)

Ll

+ Z Qi,N+mQj,l’AmAl’ + Z Qi,N+mQj,N+m'AmA;,2/

m,l’ m,m/

Fiir den Erwartungswert folgt

aza] ZQ@ZQ] N+I- (79)

A.4. Bestimmung der Erwartungswerte fiir 7' # 0

Die oben aufgefiihrten Berechnungen der Erwartungswerte bosonischer Operatorenpaare
gelten fiir T = 0. Nun sind diese Berechnungen lediglich als Spezialfille allgemeinerer
Ausdriicke, ndmlich derer fiir T # 0, anzusehen. Der Grund, warum zunéchst der Fall
T = 0 behandelt wurde, ist der, dass die Verallgemeinerung auf endliche Temperaturen
leicht durchzufiihren ist. Fiir T'= 0 wurde stets fir i =1,..., N

</A1Iﬁwi> ~0
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angenommen. Im Grundzustand des Systems liegen definitionsgeméafl keine Anregungen
vor. Fiir T' # 0 ist dies nicht der Fall. Aufgrund thermischer Anregung sind nun auch
hoher liegende Energieniveaus besetzt. Da es sich um eine bosonische Theorie handelt,
ldsst sich die Anzahl der Teilchen in héher liegenden Niveaus mittels der Bose-Einstein-
Statistik angeben.

Verallgemeinert gilt fiir die mittlere Besetzungszahl in einem Einteilchenzustand w(T")

nolT) = (LAY (1) = = (50)

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass auch die hoher liegenden Energieniveaus be-
setzt sind, ergibt sich mit (80) und den Ausdriicken (75), (77), (79) abhéngig von der
Temperatur T fiir die Erwartungswerte

(aja;)(T) = ZQNHZQJ’ N+l

- Z Mo (T) (QN1i,m Q5 N+m + QN+i, N+mQjim) » (81)
<ai+a;r> (1) = ZQN—H‘ 1QN+jN+1
+ Z N (T) (QN+im@N 4§ Ntm + QNti N4mQN1jm) s (82)
(@ia;) (T) = Z Qi QjN+1
Z (1) Qi Qv + Qu-m Qi) (53)

Zu beachten ist, dass auch die Transformationsmatrix ) von T abhingt, wenngleich
indirekt iiber den Lagrange-Multiplier .
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B. Numerische Diagonalisierung eines quadratischen,
bosonischen Hamiltonoperators

Der Vollstandigkeit halber soll an dieser Stelle in Kiirze die theoretische Grundlage des
numerischen Verfahrens vorgestellt werden, das zur Bestimmung der aus 3.2 bekann-
ten Transformationsmatrix @ genutzt wurde (Colpa 1978). Dabei sind die Beweise der
Hauptaussagen sowie mathematisch genauere Betrachtungen im Originalartikel nachzu-
lesen. Hier soll in erster Linie die Umsetzung in einen Algorithmus zur Bestimmung der
Transformationsmatrix illustriert werden.

Der betrachtete Hamiltonoperator habe die Form eines allgemeinen quadratischen Aus-
druckes in bosonischen Erzeugern und Vernichtern.36

Es sei hier in Anlehnung an (42)

N
T e Ko~ p bt s~
H = E {Awai a; +Aijalaj + Byja; a; + Bijala]}, (84)
1,j=1

wobei die auftretenden Operatoren weiterhin die bosonische Vertauschungsrelation geméf
s, @t | = @ay —afa =0y, [ ) =0 (85)

erfiillen und zu beachten ist, dass konsequenterweise keine Einschrinkung auf Néchste-
Nachbar-Wechselwirkung gemacht wird. Die Koeffizienten vor den Operatorenpaaren in
(84) sind als Elemente der Matrizen A;; und B;;, sowie deren Komplex-Konjugierten ge-
schrieben. Die Elemente der Matrizen kénnen im Allgemeinen komplexe Zahlen sein. Wie
in 3.1 beschrieben, werden die bosonischen Operatoren in Vektoren zusammengefasst,
so dass sich die Schreibweise

H=X'HX (86)

ergibt, wobei H die Form (50) besitzt.

Als Anmerkung ist zu sagen, dass Colpa neben einem allgemeinen Konzept, das im
Wesentlichen hier Anwendung findet, auch ein vereinfachtes Konzept anbietet. Die Ent-
scheidung dariiber, welches Konzept zur Diagonalisierung verwendet wird, liegt in der
Fragestellung, in welcher Form die auftretenden Operatoren zusammengefasst werden
konnen. In dem vorliegendem Fall des allgemeinen Hamiltonoperators sind die in den
Vektoren X aus (86) zusammengefassten Erzeuger und Vernichter zueinander hermitesch
konjugiert. Ebenso existieren Systeme, in denen die in X zusammengefassten Operato-
ren nicht paarweise zueinander hermitesch konjugiert sind. Colpa spricht dann nicht
von einem allgemeinen Hamiltonoperator, sondern von einem Hamiltonoperator vom
Bogoliubov-Typ. Solange man innerhalb der Berechnungen den Ortsraum nicht verlésst,
lésst sich jedoch festhalten, dass stets das Konzept zur Diagonalisierung des allgemeinen
Hamiltonoperators anzuwenden ist.

Mit einer Transformation @, die (61), also

Q 'gHQ = gA,

36Eventuelle Unterschiede zu den zuvor auftretenden Hamiltonoperatoren sind rein formeller Natur und
der Einfachheit halber derart gewé&hlt.
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erfiillt und H geméiB (53) diagonalisiert, werden neue Operatoren durch
X=QY
definiert. Der Hamiltonoperator geht dann in
H=XHX =YAY (87)
iiber, wobei A die Diagonalmatrix der Form
A:QTHQ:%Q:%diag(wl,...,wN,wl,...,wN) (88)

darstellt. Die Matrix 2 ist dabei die Diagonalmatrix der Anregungsenergien w; des Sys-
tems. Sie ergibt sich mit dem Faktor % gegeniiber der Matrix A aufgrund der gewiinschten

Darstellung des transformierten Hamiltonians ), w; (EIZ A\wi + %) und der Form des Ha-

miltonoperators (84).

Wann kann nun aber die Matriz H durch eine Matriz () mit den geforderten Eigen-
schaften diagonalisiert werden?

Colpa gibt darauf eine klare Antwort: Eine hermitesche Matrix der Form H kann ge-
nau dann unter Beibehaltung der fiir die Transformation geforderten Eigenschaften der
Matrix @ in der Form (53) diagonalisiert werden, wenn die Matrix H positiv-definit ist,
d.h. sdmtliche Eigenwerte grofier als 0 sind.

Der von Colpa gelieferte Beweis der oben aufgefithrten Aussage gibt gleichzeitig den
Algorithmus vor, durch den die Transformationsmatrix @@ bestimmt werden kann.

Algorithmus
1. Zunéchst gilt es die positiv-definite, hermitesche, 2N x 2N Matrix H zu zerlegen.
H werde in der Form
H=K'K (89)

zerlegt, wobei K im Allgemeinen eine komplexe 2N x 2N Matrix darstellt. Ei-
ne solche Zerlegung kann innerhalb eines Computer-Programmes leicht durch ei-
ne Cholesky-Dekomposition erreicht werden. Eine Cholesky-Dekomposition zerlegt
die Matrix H in oben genannter Form in das Matrixprodukt einer nicht singuléren,
komplexen, oberen Dreiecksmatrix K und der dazu hermitesch-konjugierten Matrix
KT .37 Gleichzeitig kann das Gelingen der Cholesky-Dekomposition als Uberpriifung
der positiv-Definitheit von H angesehen werden.

2. Daraufhin wird die Matrix K¢KT mittels einer unitiren Matrix U diagonalisiert,
d.h
Ut (KgKT ) U = gA, (90)

wobei g die bekannte Metrik zur Erhaltung der bosonischen Vertauschungsrelation
und A die bekannte Diagonalmatrix aus (88) darstellt.

3. Die Matrix U ist dabei die Matrix bestehend aus den orthonormierten Eigenvek-

3"Dasselbe Vorgehen ist natiirlich auch méglich, wenn es sich um reelle Matrizen handelt.
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toren der Matrix KgK' als Spaltenvektoren. Die Spaltenvektoren werden derart
angeordnet, dass die ersten N Elemente der durch U diagonalisierten Matrix po-
sitiv und die weiteren N Elemente auf der Diagonalen negativ sind.

4. Nun lisst sich die Matrix @’ bestimmen, aus der schlielich die gesuchte Transfor-
mationsmatrix hervorgeht.
Es ist
Q' = K 'UAY?, (91)

wobei sich A'/2 durch Wurzelziehen entlang der Diagonalen der Matrix ergibt.
5. Die sich ergebende Matrix Q" hat noch nicht vollstéindig die gewiinschte Form. Da

im vorliegenden Fall ein allgemeiner Hamiltonoperator betrachtet wird, miissen die
zweiten N Spalten von @ zusitzlich bestimmt werden.?® Im Allgemeinen hat @’

die Form
, (U W

Die gewiinschte Form der Transformationsmatrix ist nach (52)

(U v
Q_QfUJ'

Q ergibt sich dann aus @’ durch schlichtes Ersetzen der Teilmatrizen W und X in
Q' gemiB der oben angefiihrten Form von Q.

Mit Hilfe des vorgestellten Algorithmus ist es im Falle einer positiv-definiten Matrix
H moglich, eine numerische Bogoliubov-Transformation durchzufithren. Weiterhin ist es
sogar moglich, eine positiv-semidefinite Matrix H zuzulassen, solange man die auftre-
tenden Divergenzen ignorieren kann ohne die physikalischen Eigenschaften des Systems

zu verindern.??

38Wiirde es sich um die Betrachtung eines Hamiltonoperators vom Bogoliubov-Typ handeln, wire die
Matrix Q' bereits die gesuchte Transformationsmatrix.
39, B. im Falle der konventionellen Spinwellentheorie fiir Systeme unendlich vieler Spins
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